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Èññëåäîâàíèå ôóíêöèé Ìîíîòîííîñòü

Öåëü � ïî çàäàííîìó àíàëèòè÷åñêîìó âûðàæåíèþ óñòàíîâèòü

îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè, íàðèñîâàòü ãðàôèê ôóíêöèè.

Ïîä "ãðàôèêîì" ìû áóäåì ïîíèìàòü ðóêîïèñíûé ðèñóíîê, ãäå íà ôîíå

ñèñòåìû êîîðäèíàò èçîáðàæàåòñÿ ëèíèÿ, ôîðìà êîòîðîé îòîáðàæàåò â

íàãëÿäíîé ôîðìå ïîëó÷åííûå ñâîéñòâà.

Îñíîâíûìè ìû áóäåì ñ÷èòàòü ñâîéñòâà ôóíêöèè, ïåðå÷èñëåííûå â

èçâåñòíîé ñî øêîëû "ñõåìû èññëåäîâàíèÿ". Ðàññìîòðèì áîëåå

ïîäðîáíî òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ìåòîäîâ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ

ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ åå ïðîèçâîäíûõ.

Èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñ ðîñòîì çíà÷åíèÿ åå àðãóìåíòà ìîæåò

ïðîèñõîäèòü ìîíîòîííî. Ýòî îáîáùàþùèé òåðìèí, îòíîñÿùèéñÿ ê

íåêîòîðîìó ïðîìåæóòêó îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ðàçëè÷àþò ñëåäóþùèå

âèäû ìîíîòîííîñòè: ïîñòîÿíñòâî, âîçðàñòàíèå (ñòðîãîå), íåóáûâàíèå,

óáûâàíèå(ñòðîãîå), íåâîçðàñòàíèå.
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Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííî

âîçðàñòàþùåé(óáûâàþùåé) íà ïðîìåæóòêå, åñëè áîëüøåìó çíà÷åíèþ

àðãóìåíòà íà ýòîì ïðîìåæóòêå ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåå(ìåíüøåå)

çíà÷åíèå ôóíêöèè.

f ↗
(
↘

)
íà [a, b] : a 6 x1 < x2 6 b⇒ f(x1) < f(x2)

(
f(x1) > f(x2)

)
Åñëè íåðàâåíñòâî äëÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè ñòðîãîå, òî ÷àñòî ãîâîðÿò î

ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè � ñòðîãî âîçðàñòàåò èëè óáûâàåò. Åñëè æå

íåðàâåíñòâî íåñòðîãîå, òî, çàïèñàâ â îïðåäåëåíèè f(x1) 6 f(x2),
ïîëó÷èì íåóáûâàíèå, à ïðè f(x1) > f(x2) � íåâîçðàñòàíèå.

Theorem

Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â ïðîìåæóòêå X è âíóòðè

íåãî èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ f ′(x). Í è Ä óñëîâèåì

ìîíîòîííîñòè ÿâëÿåòñÿ

f ′(x) > 0 äëÿ íåóáûâàíèÿ, f ′(x) 6 0 äëÿ íåâîçðàñòàíèÿ,
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ôóíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Òîãäà

f(x+ ∆x) > f(x),
f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
> 0,

ïðè ∆x > 0⇒ f ′(x) > 0 x ∈ X .

Äîñòàòî÷íîñòü

Ïî ôîðìóëå Ëàãðàíæà

f(x2)− f(x1) = f ′(ξ) · (x2 − x1) x1 < ξ < x2.

f ′(ξ) > 0⇒ f(x2) > f(x1).
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Theorem

(Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè) Ïóñòü ôóíêöèÿ f
îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â ïðîìåæóòêå (a, b) è âíóòðè íåãî èìååò

êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ f ′(x).

∀x ∈ (a, b) f ′(x) > 0
(
< 0 äëÿ óáûâàíèÿ

)
⇒ f ↗ (↘) íà (a, b) (1)

Ñòðîãàÿ ìîíîòîííîñòü âîçìîæíà, åñëè ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü

ðàçâå ÷òî â îòäåëüíûõ òî÷êàõ. Íàïðèìåð, f(x) = x3.
Èíà÷å ãîâîðÿ, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè íà

(a, b), â äîáàâëåíèå ê óêàçàííûì â Òåîðåìå 1, áûëî áû � f ′(x) íå
îáðàùàåòñÿ â 0 òîæäåñòâåííî íè íà êàêîì ïðîìåæóòêå, öåëèêîì

ëåæàùåì â (a, b).
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Theorem

(Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè) Ïóñòü ôóíêöèÿ f
îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà â ïðîìåæóòêå (a, b) è âíóòðè íåãî èìååò
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< 0 äëÿ óáûâàíèÿ
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ðàçâå ÷òî â îòäåëüíûõ òî÷êàõ. Íàïðèìåð, f(x) = x3.
Èíà÷å ãîâîðÿ, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè íà

(a, b), â äîáàâëåíèå ê óêàçàííûì â Òåîðåìå 1, áûëî áû � f ′(x) íå
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ëåæàùåì â (a, b).

Çàìåòèì, ÷òî èç òîãî, ÷òî f(x1) < f(x2) èëè f(x1) < f(x2) äëÿ
íåêîòîðûõ òî÷åê, íå ñëåäóåò åå ìîíîòîííîå âîçðàñòàíèå èëè æå

óáûâàíèå.

Äëÿ äâóõ òî÷åê x1 =
π

6
< π = x2 sin

π

6
=

1

2
> 0 = sinπ. Îäíàêî

ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé íà ïðîìåæóòêå [0, π].
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Èññëåäîâàíèå ôóíêöèé Ëîêàëüíûå ýêñòðåìóìû

Ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû

Ïóñòü ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Åñëè çíà÷åíèå

ôóíêöèè â ñàìîé òî÷êå áîëüøå (ìåíüøå), ÷åì â ñîñåäíèõ òî÷êàõ �

x0 áóäåò òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà).

f(x0) > f(x), x ∈ S′(x0)� "âûêîëîòàÿ" îêðåñòíîñòü

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà

äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ñëåäóåò èç òåîðåìû Ôåðìà, ýòî �

f ′(x0) = 0.
Îäíàêî â òî÷êå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò è íå

ñóùåñòâîâàòü.

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðèìåíÿåòñÿ â ò.í. êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ, ò.å. â

òåõ, ãäå ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü èëè íå ñóùåñòâóåò.

Ýòî óñëîâèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê. Åñëè ïðîèçâîäíàÿ ïðè

ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêóþ òî÷êó ìåíÿåò çíàê � ýòî òî÷êà

ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2
f ′′(x0)(x− x0)2 + o((x− x0)2)
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òåõ, ãäå ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü èëè íå ñóùåñòâóåò.

Ýòî óñëîâèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê. Åñëè ïðîèçâîäíàÿ ïðè

ïåðåõîäå ÷åðåç êðèòè÷åñêóþ òî÷êó ìåíÿåò çíàê � ýòî òî÷êà

ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2
f ′′(x0)(x− x0)2 + o((x− x0)2)
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x

y

min min

max

max

íåò íåò
íåò íåò

Ïðèìåðû êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ê êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ èëè íå

âûïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî

ýêñòðåìóìà.
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Ðàññìîòðèì ýòîò âîïðîñ áîëåå ñòðîãî.

Theorem

(Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà)

Ïóñòü:

f íåïðåðûâíà íà (a, b) è äèôôåðåíöèðóåìà â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè S(x0) ⊂ (a, b), êðîìå áûòü ìîæåò ñàìîé òî÷êè x0;

f ′(x0) = 0 èëè íå ñóùåñòâóåò;

f ′(x1) · f ′(x2) < 0 x1 < x0 < x2.
Òîãäà òî÷êà x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì òîëüêî îäèí ñëó÷àé � ìàêñèìóì.

Ïóñòü ñëåâà îò x0 f
′(x) > 0. Òîãäà ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò è ∆f(x) > 0,

f(x0) > f(x1), x1 < x0. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâà îò x0
f ′(x) < 0, ôóíêöèÿ óáûâàåò, ∆f(x) < 0, f(x2) < f(x0), x0 < x2.
Çíà÷èò, ñàìà òî÷êà x0 � òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.
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Ôîðìà ãðàôèêà

Îïðåäåëåíèå. Ãðàôèê ôóíêöèè áóäåì íàçûâàòü âûïóêëûì ââåðõ íà

ïðîìåæóòêå (a, b), åñëè òî÷êè íà êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé â

ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ãðàôèêà (x0, f(x0), ëåæàò âûøå òî÷åê ãðàôèêà ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè àáñöèññàìè1.

Îïðåäåëåíèå. Ãðàôèê ôóíêöèè áóäåì íàçûâàòü âûïóêëûì âíèç

(âîãíóòûì) íà ïðîìåæóòêå (a, b), åñëè òî÷êè íà êàñàòåëüíîé,

ïðîâåäåííîé â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ãðàôèêà (x0, f(x0), ëåæàò íèæå
òî÷åê ãðàôèêà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè àáñöèññàìè.

Äâà ñîñåäíèõ ïðîìåæóòêà ñ ðàçëè÷íûì òèïîì âûïóêëîñòè

ðàçäåëÿþòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà. Êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåäåííàÿ â äàííîé

òî÷êå ïåðåñåêàåò ãðàôèê ôóíêöèè.

1
Çà èñêëþ÷åíèåì ñàìîé òî÷êè êàñàíèÿ.
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Íà ðèñóíêå ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó: ñëåâà êàñàòåëüíàÿ âûøå

ãðàôèêà, ñïðàâà � íèæå.

x

y

A B C

òî÷êà ïåðåãèáà
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Theorem

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) èìååò íà (a, b) êîíå÷íóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ è

f ′′(x) > 0,
(
f ′′(x) < 0

)
x ∈ (a, b), òî ãðàôèê ôóíêöèè âûïóêëûé

âíèç(âîãíóòûé) íà ýòîì èíòåðâàëå.

Ïðè f ′′(x) < 0 x ∈ (a, b) � âûïóêëûé ââåðõ.

Ñðàâíèì çíà÷åíèÿ îðäèíàò äâóõ òî÷åê ñ îäèíàêîâîé àáñöèññîé

x1 ∈ (a, b), îäíà ëåæèò íà ãðàôèêå, âòîðàÿ � íà êàñàòåëüíîé.

O
x

y

N

M

x0 x1

}{ f(x1)
yk

Òî÷êè ãðàôèêà ôóíêöèè f èìåþò êîîðäèíàòû (x1, f(x1)).
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f(x) < f(x0) + f ′(x0)(x− x0).
Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå

Ëàãðàíæà:

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(ξ)

2
(x− x0)2.

f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(ξ)

2
(x− x0)2 < f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

f ′′(ξ)

2
(x− x0)2 < 0⇒ f ′′(ξ) < 0.

ßñíî, ÷òî õàðàêòåð âûïóêëîñòè îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì âòîðîé

ïðîèçâîäíîé. f ′′(x) > 0 � âûïóêëîñòü âíèç(âîãíóòîñòü), f ′′(x) < 0 �

âûïóêëîñòü ââåðõ.
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Àñèìïòîòû ãðàôèêà

Îïðåäåëåíèå. Ïðÿìàÿ ëèíèÿ Γ íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòîé ëèíèè

L(ãðàôèêà ôóíêöèè), åñëè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M ëèíèè L äî ïðÿìîé

Γ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè óäàëåíèè òî÷êè M îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

Åñëè àñèìïòîòà ñóùåñòâóåò, òî îíà äàåò ïðåäñòàâëåíèå î âèäå ãðàôèêà

è î õàðàêòåðå ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè çà ïðåäåëàìè òîé îáëàñòè, â

êîòîðîé ìû ýòîò ãðàôèê íåïîñðåäñòâåííî èçîáðàçèëè íà ÷åðòåæå.

Ðàçëè÷àþò âåðòèêàëüíûå è íàêëîííûå (â ò. ÷. ãîðèçîíòàëüíûå)

àñèìïòîòû.

Âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà

è èìåþò óðàâíåíèå x = x0, ãäå x0 � òî÷êà ðàçðûâà II ðîäà.

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå õîòÿ áû îäèí èç ïðåäåëîâ lim
x−→x0−0

f(x)

èëè lim
x−→x0+0

f(x) áåñêîíå÷íûé. À ýòî çíà÷èò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ïî

ìîäóëþ îðäèíàòû òî÷êè ãðàôèêà |f(x)| ðàññòîÿíèå äî àñèìïòîòû
|x− x0| óáûâàåò, ñòðåìÿñü ê íóëþ.
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Åñëè óðàâíåíèå àñèìïòîòû (íàêëîííîé!) çàïèñàòü â âèäå y = kx+ b,
òî Í è Ä óñëîâèÿìè åå ñóùåñòâîâàíèÿ áóäóò:

lim
x→∞

f(x)

x
= k, lim

x→∞

(
f(x)− kx

)
= b. (2)

Ïðåäåëû îäíîñòîðîííèå, îòäåëüíî x→ +∞, îòäåëüíî � x→ −∞.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ôóíêöèÿ èìååò íàêëîííóþ àñèìïòîòó y = kx+ b.
Ðàçíîñòü îðäèíàò òî÷åê íà ãðàôèêå è ïðÿìîé åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ.

Âåäü îíà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè ãðàôèêà äî

àñèìïòîòû, êîòîðîå ïî îïðåäåëåíèþ èìååò ïðåäåë 0 ïðè x→∞.

f(x) = kx+ b+ α(x), limα(x) = 0 ïðè x→ +∞
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Âåäü îíà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿíèþ îò òî÷êè ãðàôèêà äî

àñèìïòîòû.

f(x) = kx+ b+ α(x), limα(x) = 0 ïðè x→ +∞

O
x

y

↗
M

x1

{
}

f(x1)

yas

r

Ïîýòîìó
f(x)

x
= k +

b

x
+
α(x)

x
→ k, ïðèx→ 0.
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Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäåëû (2) ñóùåñòâóþò, çíà÷èò,

f(x)− kx = b+ α(x) èëè f(x)− (kx+ b) = α(x). (3)

Ïîñêîëüêó α(x) áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïðè x→∞, òî ïðÿìàÿ y = kx+ b �
àñèìïòîòà.
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