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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Íåêîòîðûå òåðìèíû

Îïðåäåëåíèå:

Îáûêíîâåííûì ãðàôîì èëè ïðîñòî ãðàôîì G íàçûâàåòñÿ ïàðà (V ,E ),
ãäå V � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþò
âåðøèíàìè,

à E � êîíå÷íîå ñåìåéñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð âåðøèí,
íàçûâàåìûõ ðåáðàìè.

Åñëè ðåáðî e = {u, v} äëÿ íåêîòîðûõ âåðøèí u, v ãðàôà G , òî ãîâîðÿò,
÷òî ðåáðî e èíöèäåíòíî âåðøèíàì u, v è êàæäàÿ èç âåðøèí u, v
èíöèäåíòíà ðåáðó e.

Ïàðå âåðøèí èç V e = {v , v} ñîîòâåòñòâóåò ïåòëÿ, åñëè ãðàô ñîäåðæèò
ïåòëè, òî åãî íàçûâàþò � ïñåâäîãðàô.

Â íåêîòîðûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò
êðàòíûå ðåáðà, ò.å. îäèíàêîâûå ïàðû âåðøèí âñòðå÷àþòñÿ
ìíîãîêðàòíî, òàêîé ãðàô â ëèòåðàòóðå íàçûâàþò ìóëüòèãðàôîì.
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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Íåêîòîðûå òåðìèíû
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ãäå V � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþò
âåðøèíàìè, à E � êîíå÷íîå ñåìåéñòâî íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð âåðøèí,
íàçûâàåìûõ ðåáðàìè.

Åñëè ðåáðî e = {u, v} äëÿ íåêîòîðûõ âåðøèí u, v ãðàôà G , òî ãîâîðÿò,
÷òî ðåáðî e èíöèäåíòíî âåðøèíàì u, v è êàæäàÿ èç âåðøèí u, v
èíöèäåíòíà ðåáðó e.

Ïàðå âåðøèí èç V e = {v , v} ñîîòâåòñòâóåò ïåòëÿ, åñëè ãðàô ñîäåðæèò
ïåòëè, òî åãî íàçûâàþò � ïñåâäîãðàô.

Â íåêîòîðûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò
êðàòíûå ðåáðà, ò.å. îäèíàêîâûå ïàðû âåðøèí âñòðå÷àþòñÿ
ìíîãîêðàòíî, òàêîé ãðàô â ëèòåðàòóðå íàçûâàþò ìóëüòèãðàôîì.
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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Íåêîòîðûå òåðìèíû

Äëÿ ãðàôà G ÷åðåç V (G ) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ åãî
âåðøèí, à ÷åðåç E (G ) � ìíîæåñòâî âñåõ åãî ðåáåð.

Êîëè÷åñòâî âåðøèí, |V | � ïîðÿäîê ãðàôà, êîëè÷åñòâî ðåáåð, |E | �
ðàçìåð ãðàôà.

Îïðåäåëåíèå:

Ãðàô G ′ = (V ′,E ′) íàçûâàåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G , åñëè
V ′ ⊆ V , E ′ ⊆ E .

Çàìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íåÿâíî ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî V ′ è E ′

ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, ìíîæåñòâî ðåáåð ïîäãðàôà E ′ ñîñòîèò èç
äâóõýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà V ′.
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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Íåêîòîðûå òåðìèíû

Äëÿ ãðàôà G ÷åðåç V (G ) ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ åãî
âåðøèí, à ÷åðåç E (G ) � ìíîæåñòâî âñåõ åãî ðåáåð.

Êîëè÷åñòâî âåðøèí, |V | � ïîðÿäîê ãðàôà, êîëè÷åñòâî ðåáåð, |E | �
ðàçìåð ãðàôà.

Îïðåäåëåíèå:

Ãðàô G ′ = (V ′,E ′) íàçûâàåòñÿ ïîäãðàôîì ãðàôà G , åñëè
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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Íåêîòîðûå òåðìèíû

Îïðåäåëåíèå:

Ìàðøðóò â ãðàôå G � ýòî ÷åðåäóþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí
è ðåáåð, íà÷èíàþùàÿñÿ è êîí÷àþùàÿñÿ âåðøèíîé, â êîòîðîé êàæäîå
ðåáðî èíöèäåíòíî äâóì âåðøèíàì: íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùåé
åìó è íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåé çà íèì.

Îïðåäåëåíèå:

Ãðàô G íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì èëè îðãðàôîì (V ,E ), ãäå V �
ìíîæåñòâî âåðøèí, à E � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð
âåðøèí, íàçûâàåìûõ äóãàìè. Äóãà (v1, v2) èñõîäèò èç âåðøèíû v1 è
çàõîäèò â âåðøèíó v2.

Ìàðøðóò ÷àñòî íàçûâàþò ïóòåì. Îí ìîæåò áûòü çàìêíóòûì, åñëè
íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû ñîâïàäàþò, è îòêðûòûì.

Öåïü - ýòî ïóòü áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ ðåáåð (äóã), ïðîñòàÿ öåïü - ïóòü
áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ âåðøèí.
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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Íåêîòîðûå òåðìèíû

Îïðåäåëåíèå:

Ìàðøðóò â ãðàôå G � ýòî ÷åðåäóþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí
è ðåáåð, íà÷èíàþùàÿñÿ è êîí÷àþùàÿñÿ âåðøèíîé, â êîòîðîé êàæäîå
ðåáðî èíöèäåíòíî äâóì âåðøèíàì: íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùåé
åìó è íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåé çà íèì.

Îïðåäåëåíèå:

Ãðàô G íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì èëè îðãðàôîì (V ,E ), ãäå V �
ìíîæåñòâî âåðøèí, à E � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð
âåðøèí, íàçûâàåìûõ äóãàìè.

Äóãà (v1, v2) èñõîäèò èç âåðøèíû v1 è
çàõîäèò â âåðøèíó v2.

Ìàðøðóò ÷àñòî íàçûâàþò ïóòåì. Îí ìîæåò áûòü çàìêíóòûì, åñëè
íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû ñîâïàäàþò, è îòêðûòûì.

Öåïü - ýòî ïóòü áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ ðåáåð (äóã), ïðîñòàÿ öåïü - ïóòü
áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ âåðøèí.
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Îïðåäåëåíèå:

Ìàðøðóò â ãðàôå G � ýòî ÷åðåäóþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí
è ðåáåð, íà÷èíàþùàÿñÿ è êîí÷àþùàÿñÿ âåðøèíîé, â êîòîðîé êàæäîå
ðåáðî èíöèäåíòíî äâóì âåðøèíàì: íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùåé
åìó è íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåé çà íèì.

Îïðåäåëåíèå:

Ãðàô G íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì èëè îðãðàôîì (V ,E ), ãäå V �
ìíîæåñòâî âåðøèí, à E � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð
âåðøèí, íàçûâàåìûõ äóãàìè. Äóãà (v1, v2) èñõîäèò èç âåðøèíû v1 è
çàõîäèò â âåðøèíó v2.

Ìàðøðóò ÷àñòî íàçûâàþò ïóòåì. Îí ìîæåò áûòü çàìêíóòûì, åñëè
íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû ñîâïàäàþò, è îòêðûòûì.

Öåïü - ýòî ïóòü áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ ðåáåð (äóã), ïðîñòàÿ öåïü - ïóòü
áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ âåðøèí.
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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Íåêîòîðûå òåðìèíû

Îïðåäåëåíèå:

Ìàðøðóò â ãðàôå G � ýòî ÷åðåäóþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí
è ðåáåð, íà÷èíàþùàÿñÿ è êîí÷àþùàÿñÿ âåðøèíîé, â êîòîðîé êàæäîå
ðåáðî èíöèäåíòíî äâóì âåðøèíàì: íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùåé
åìó è íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåé çà íèì.

Îïðåäåëåíèå:

Ãðàô G íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì èëè îðãðàôîì (V ,E ), ãäå V �
ìíîæåñòâî âåðøèí, à E � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð
âåðøèí, íàçûâàåìûõ äóãàìè. Äóãà (v1, v2) èñõîäèò èç âåðøèíû v1 è
çàõîäèò â âåðøèíó v2.

Ìàðøðóò ÷àñòî íàçûâàþò ïóòåì. Îí ìîæåò áûòü çàìêíóòûì, åñëè
íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû ñîâïàäàþò, è îòêðûòûì.

Öåïü - ýòî ïóòü áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ ðåáåð (äóã), ïðîñòàÿ öåïü - ïóòü
áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ âåðøèí.
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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Íåêîòîðûå òåðìèíû

Îïðåäåëåíèå:

Ìàðøðóò â ãðàôå G � ýòî ÷åðåäóþùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðøèí
è ðåáåð, íà÷èíàþùàÿñÿ è êîí÷àþùàÿñÿ âåðøèíîé, â êîòîðîé êàæäîå
ðåáðî èíöèäåíòíî äâóì âåðøèíàì: íåïîñðåäñòâåííî ïðåäøåñòâóþùåé
åìó è íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåé çà íèì.

Îïðåäåëåíèå:

Ãðàô G íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì èëè îðãðàôîì (V ,E ), ãäå V �
ìíîæåñòâî âåðøèí, à E � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð
âåðøèí, íàçûâàåìûõ äóãàìè. Äóãà (v1, v2) èñõîäèò èç âåðøèíû v1 è
çàõîäèò â âåðøèíó v2.

Ìàðøðóò ÷àñòî íàçûâàþò ïóòåì. Îí ìîæåò áûòü çàìêíóòûì, åñëè
íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíû ñîâïàäàþò, è îòêðûòûì.

Öåïü - ýòî ïóòü áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ ðåáåð (äóã), ïðîñòàÿ öåïü - ïóòü
áåç ïîâòîðÿþùèõñÿ âåðøèí.
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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Íåêîòîðûå òåðìèíû

Îïðåäåëåíèå:

Êîëè÷åñòâî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå v , íàçûâàþò ñòåïåíüþ
âåðøèíû, d(v).

Äâå âåðøèíû ãðàôà, èíöèäåíòíûõ îäíîìó ðåáðó, íàçûâàþò ñìåæíûìè.

Ãðàô íàçûâàþò ïóñòûì, åñëè ìíîæåñòâî ðåáåð ïóñòîå, è ïîëíûì, åñëè
êàæäàÿ âåðøèíà ñìåæíà ñ ëþáîé äðóãîé âåðøèíîé.

Ïîëíûé ãðàô îáîçíà÷àþò Kn.

Îïðåäåëåíèå:

Äëÿ îðãðàôà êîëè÷åñòâî äóã, èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû v � ïîëóñòåïåíü
èñõîäà, à êîëè÷åñòâî çàõîäÿùèõ äóã � ïîëóñòåïåíü çàõîäà.
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Îïðåäåëåíèå:

Êîëè÷åñòâî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå v , íàçûâàþò ñòåïåíüþ
âåðøèíû, d(v).

Äâå âåðøèíû ãðàôà, èíöèäåíòíûõ îäíîìó ðåáðó, íàçûâàþò ñìåæíûìè.

Ãðàô íàçûâàþò ïóñòûì, åñëè ìíîæåñòâî ðåáåð ïóñòîå, è ïîëíûì, åñëè
êàæäàÿ âåðøèíà ñìåæíà ñ ëþáîé äðóãîé âåðøèíîé.

Ïîëíûé ãðàô îáîçíà÷àþò Kn.

Îïðåäåëåíèå:

Äëÿ îðãðàôà êîëè÷åñòâî äóã, èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû v � ïîëóñòåïåíü
èñõîäà, à êîëè÷åñòâî çàõîäÿùèõ äóã � ïîëóñòåïåíü çàõîäà.
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Îïðåäåëåíèå:

Êîëè÷åñòâî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå v , íàçûâàþò ñòåïåíüþ
âåðøèíû, d(v).

Äâå âåðøèíû ãðàôà, èíöèäåíòíûõ îäíîìó ðåáðó, íàçûâàþò ñìåæíûìè.

Ãðàô íàçûâàþò ïóñòûì, åñëè ìíîæåñòâî ðåáåð ïóñòîå, è ïîëíûì, åñëè
êàæäàÿ âåðøèíà ñìåæíà ñ ëþáîé äðóãîé âåðøèíîé.

Ïîëíûé ãðàô îáîçíà÷àþò Kn.

Îïðåäåëåíèå:

Äëÿ îðãðàôà êîëè÷åñòâî äóã, èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû v � ïîëóñòåïåíü
èñõîäà, à êîëè÷åñòâî çàõîäÿùèõ äóã � ïîëóñòåïåíü çàõîäà.
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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Íåêîòîðûå òåðìèíû

Îïðåäåëåíèå:

Êîëè÷åñòâî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå v , íàçûâàþò ñòåïåíüþ
âåðøèíû, d(v).

Äâå âåðøèíû ãðàôà, èíöèäåíòíûõ îäíîìó ðåáðó, íàçûâàþò ñìåæíûìè.

Ãðàô íàçûâàþò ïóñòûì, åñëè ìíîæåñòâî ðåáåð ïóñòîå, è ïîëíûì, åñëè
êàæäàÿ âåðøèíà ñìåæíà ñ ëþáîé äðóãîé âåðøèíîé.

Ïîëíûé ãðàô îáîçíà÷àþò Kn.

Îïðåäåëåíèå:

Äëÿ îðãðàôà êîëè÷åñòâî äóã, èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû v � ïîëóñòåïåíü
èñõîäà, à êîëè÷åñòâî çàõîäÿùèõ äóã � ïîëóñòåïåíü çàõîäà.
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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Íåêîòîðûå òåðìèíû

Îïðåäåëåíèå:

Êîëè÷åñòâî ðåáåð, èíöèäåíòíûõ âåðøèíå v , íàçûâàþò ñòåïåíüþ
âåðøèíû, d(v).

Äâå âåðøèíû ãðàôà, èíöèäåíòíûõ îäíîìó ðåáðó, íàçûâàþò ñìåæíûìè.

Ãðàô íàçûâàþò ïóñòûì, åñëè ìíîæåñòâî ðåáåð ïóñòîå, è ïîëíûì, åñëè
êàæäàÿ âåðøèíà ñìåæíà ñ ëþáîé äðóãîé âåðøèíîé.

Ïîëíûé ãðàô îáîçíà÷àþò Kn.

Îïðåäåëåíèå:

Äëÿ îðãðàôà êîëè÷åñòâî äóã, èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû v � ïîëóñòåïåíü
èñõîäà, à êîëè÷åñòâî çàõîäÿùèõ äóã � ïîëóñòåïåíü çàõîäà.
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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Íåêîòîðûå òåðìèíû

Ãðàô G = (V ,E ) ïðåäñòàâëÿþò â âèäå äèàãðàììû, êîòîðóþ ÷àñòî
òàêæå íàçûâàþò ãðàôîì.

Âåðøèíû ãðàôà èçîáðàæàþòñÿ â âèäå òî÷åê, à ðåáðà â âèäå îòðåçêîâ
èëè äóã, èõ ñîåäèíÿþùèõ.

Íàïðèìåð, íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí ãðàô G = (V ,E ), ãäå

V = {1, 2, . . . , 7},
E = {{1, 2}, {1, 6}, {1, 7}, {2, 3}, {2, 7}, {3, 4}, {3, 7}, {4, 5},

{4, 6}, {4, 7}, {5, 6}, {5, 7}, {6, 7}}.

1
2

7

4

5

3

6

ðèñ. 1. Ïðîñòîé ñâÿçíûé ãðàô
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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Íåêîòîðûå òåðìèíû

Ãðàô G = (V ,E ) ïðåäñòàâëÿþò â âèäå äèàãðàììû, êîòîðóþ ÷àñòî
òàêæå íàçûâàþò ãðàôîì.

Âåðøèíû ãðàôà èçîáðàæàþòñÿ â âèäå òî÷åê, à ðåáðà â âèäå îòðåçêîâ
èëè äóã, èõ ñîåäèíÿþùèõ.

Íàïðèìåð, íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí ãðàô G = (V ,E ), ãäå

V = {1, 2, . . . , 7},
E = {{1, 2}, {1, 6}, {1, 7}, {2, 3}, {2, 7}, {3, 4}, {3, 7}, {4, 5},

{4, 6}, {4, 7}, {5, 6}, {5, 7}, {6, 7}}.
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ðèñ. 1. Ïðîñòîé ñâÿçíûé ãðàô
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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Íåêîòîðûå òåðìèíû

Ãðàô G = (V ,E ) ïðåäñòàâëÿþò â âèäå äèàãðàììû, êîòîðóþ ÷àñòî
òàêæå íàçûâàþò ãðàôîì.

Âåðøèíû ãðàôà èçîáðàæàþòñÿ â âèäå òî÷åê, à ðåáðà â âèäå îòðåçêîâ
èëè äóã, èõ ñîåäèíÿþùèõ.

Íàïðèìåð, íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí ãðàô G = (V ,E ), ãäå

V = {1, 2, . . . , 7},
E = {{1, 2}, {1, 6}, {1, 7}, {2, 3}, {2, 7}, {3, 4}, {3, 7}, {4, 5},

{4, 6}, {4, 7}, {5, 6}, {5, 7}, {6, 7}}.
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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Íåêîòîðûå òåðìèíû

Ãðàô G = (V ,E ) ïðåäñòàâëÿþò â âèäå äèàãðàììû, êîòîðóþ ÷àñòî
òàêæå íàçûâàþò ãðàôîì.

Âåðøèíû ãðàôà èçîáðàæàþòñÿ â âèäå òî÷åê, à ðåáðà â âèäå îòðåçêîâ
èëè äóã, èõ ñîåäèíÿþùèõ.

Íàïðèìåð, íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí ãðàô G = (V ,E ), ãäå

V = {1, 2, . . . , 7},

E = {{1, 2}, {1, 6}, {1, 7}, {2, 3}, {2, 7}, {3, 4}, {3, 7}, {4, 5},
{4, 6}, {4, 7}, {5, 6}, {5, 7}, {6, 7}}.
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Êðîõèí À.Ë. (ÓðÔÓ�ÐÈ-ÐòÔ) Ëåêöèè ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå 01.09.2010 6 / 47



Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Íåêîòîðûå òåðìèíû

Ãðàô G = (V ,E ) ïðåäñòàâëÿþò â âèäå äèàãðàììû, êîòîðóþ ÷àñòî
òàêæå íàçûâàþò ãðàôîì.

Âåðøèíû ãðàôà èçîáðàæàþòñÿ â âèäå òî÷åê, à ðåáðà â âèäå îòðåçêîâ
èëè äóã, èõ ñîåäèíÿþùèõ.

Íàïðèìåð, íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí ãðàô G = (V ,E ), ãäå

V = {1, 2, . . . , 7},
E = {{1, 2}, {1, 6}, {1, 7}, {2, 3}, {2, 7}, {3, 4}, {3, 7}, {4, 5},

{4, 6}, {4, 7}, {5, 6}, {5, 7}, {6, 7}}.
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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Íåêîòîðûå òåðìèíû

Ãðàô G = (V ,E ) ïðåäñòàâëÿþò â âèäå äèàãðàììû, êîòîðóþ ÷àñòî
òàêæå íàçûâàþò ãðàôîì.

Âåðøèíû ãðàôà èçîáðàæàþòñÿ â âèäå òî÷åê, à ðåáðà â âèäå îòðåçêîâ
èëè äóã, èõ ñîåäèíÿþùèõ.

Íàïðèìåð, íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí ãðàô G = (V ,E ), ãäå

V = {1, 2, . . . , 7},
E = {{1, 2}, {1, 6}, {1, 7}, {2, 3}, {2, 7}, {3, 4}, {3, 7}, {4, 5},

{4, 6}, {4, 7}, {5, 6}, {5, 7}, {6, 7}}.
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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Íåêîòîðûå òåðìèíû

Ãðàô G = (V ,E ) ïðåäñòàâëÿþò â âèäå äèàãðàììû, êîòîðóþ ÷àñòî
òàêæå íàçûâàþò ãðàôîì.

Âåðøèíû ãðàôà èçîáðàæàþòñÿ â âèäå òî÷åê, à ðåáðà â âèäå îòðåçêîâ
èëè äóã, èõ ñîåäèíÿþùèõ.
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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Íåêîòîðûå òåðìèíû

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå (ëåììà î ðóêîïîæàòèÿõ).

Òåîðåìà

Â ãðàôå G = (V , E ), ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí â äâà ðàçà áîëüøå
÷èñëà ðåáåð. Ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê:∑

v∈V
d(v) = 2|E |

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïóñòîé ãðàô G 0 ∈ G , ñòåïåíè âñåõ âåðøèí
ðàâíû íóëþ.

Äîáàâëåíèå ê ïóñòîìó ãðàôó ðåáðà óâåëè÷èâàåò ñòåïåíè äâóõ
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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Îïèñàíèå ãðàôîâ

Ìàòðèöà ñìåæíîñòè � ýòî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ñòðîêè è ñòîëáöû
êîòîðîé íóìåðóþòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà.

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ñ íîìåðîì (vi , vj) ðàâåí 1, åñëè âåðøèíû vi , vj
ñìåæíûå, è 0 � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

aij = 1⇔ (vi , vj) ∈ E ; aij = 0⇔ (vi , vj) /∈ E .

Â ïàìÿòè ñîäåðæèìîå ìàòðèöû ñìåæíîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ áèòîâûìè
ïåðåìåííûìè è çàíèìàåò ìàëî ìåñòà.

Ìíîæåñòâî ðåáåð â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ êîñâåííûì îáðàçîì.

Äëÿ ãðàôà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ.(2), ìàòðèöà ñìåæíîñòè èìååò âèä

0 1 0 0 0 1 1
1 0 1 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0 1
0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 0 1 1
1 0 0 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 0


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
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0 1 0 1 0 0 1
0 0 1 0 1 1 1
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1 0 0 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 0


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Äëÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ óäîáíåå ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè.

Ýòî ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà n ×m, ñòðîêè êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò
ðåáðàì, n = |E |, à ñòîëáöû � âåðøèíàì, m = |V |.

Ðåáðà ïðîíóìåðîâàíû, â ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðîêå ñòîèò áèòîâûé (èëè
ëîãè÷åñêèé) ñèìâîë, îòìå÷àþùèé èíöèäåíòíûå âåðøèíû.

Äëÿ îðãðàôà (-1) � èñõîäÿùàÿ âåðøèíà, (+1) � çàõîäÿùàÿ.
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Èñïîëüçóåòñÿ åùå ñïèñîê(òàáëèöà, ñòðóêòóðà) ñìåæíîñòè(adjacency
lists).

Â ýòîé òàáëèöå ïðîòèâ êàæäîé âåðøèíû(â êîëîíêó èëè â ñòðîêó)
çàïèñûâàåòñÿ ñïèñîê ñìåæíûõ ñ íåé âåðøèí.

Ñïèñêè ñìåæíîñòè çàíèìàþò â ïàìÿòè çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ìåñòà,
÷åì, íàïðèìåð, ìàòðèöà ñìåæíîñòè, åñëè â ãðàôå âûñîêîãî ïîðÿäêà
ñðàâíèòåëüíî ìàëî ðåáåð (íåáîëüøîé ðàçìåð).

Äëÿ ãðàôà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ.(3), ñïèñêè ñìåæíîñòè èìåþò âèä:

1 2 3 4 5 6 7

2 1 2 3 4 1 1
6 3 4 5 6 4 2
7 7 7 6 7 5 3

7 7 4
5
6
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Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì îñòîâå

Îïðåäåëåíèå:

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ
ïðîñòîé öåïüþ.

Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà � ýòî ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ åãî
ñâÿçíûé ïîäãðàô.

Ñâÿçíîñòü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê áèíàðíîå îòíîøåíèå íà
ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà.

Ýòî îòíîøåíèå, î÷åâèäíî, ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî.

Êðîìå òîãî, ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî "ñêëåèòü" öåïü, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû a è b, ñ
öåïüþ, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû b è c .

Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ñâÿçíîñòè êàê ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçáèâàåò
ìíîæåñòâî âåðøèí íà êëàññû.

Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïîäãðàôû, ñîñòîÿùèå
èç ýêâèâàëåíòíûõ âåðøèí è ñâÿçûâàþùèõ èõ ðåáåð îñíîâíîãî ãðàôà.
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Îïðåäåëåíèå:

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ
ïðîñòîé öåïüþ.

Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà � ýòî ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ åãî
ñâÿçíûé ïîäãðàô.

Ñâÿçíîñòü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê áèíàðíîå îòíîøåíèå íà
ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà.

Ýòî îòíîøåíèå, î÷åâèäíî, ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî.

Êðîìå òîãî, ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî "ñêëåèòü" öåïü, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû a è b, ñ
öåïüþ, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû b è c .

Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ñâÿçíîñòè êàê ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçáèâàåò
ìíîæåñòâî âåðøèí íà êëàññû.

Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïîäãðàôû, ñîñòîÿùèå
èç ýêâèâàëåíòíûõ âåðøèí è ñâÿçûâàþùèõ èõ ðåáåð îñíîâíîãî ãðàôà.

Êðîõèí À.Ë. (ÓðÔÓ�ÐÈ-ÐòÔ) Ëåêöèè ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå 01.09.2010 11 / 47



Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì îñòîâå

Îïðåäåëåíèå:

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ
ïðîñòîé öåïüþ.

Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà � ýòî ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ åãî
ñâÿçíûé ïîäãðàô.

Ñâÿçíîñòü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê áèíàðíîå îòíîøåíèå íà
ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà.

Ýòî îòíîøåíèå, î÷åâèäíî, ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî.

Êðîìå òîãî, ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî "ñêëåèòü" öåïü, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû a è b, ñ
öåïüþ, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû b è c .

Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ñâÿçíîñòè êàê ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçáèâàåò
ìíîæåñòâî âåðøèí íà êëàññû.

Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïîäãðàôû, ñîñòîÿùèå
èç ýêâèâàëåíòíûõ âåðøèí è ñâÿçûâàþùèõ èõ ðåáåð îñíîâíîãî ãðàôà.
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Îïðåäåëåíèå:

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ
ïðîñòîé öåïüþ.

Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà � ýòî ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ åãî
ñâÿçíûé ïîäãðàô.

Ñâÿçíîñòü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê áèíàðíîå îòíîøåíèå íà
ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà.

Ýòî îòíîøåíèå, î÷åâèäíî, ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî.

Êðîìå òîãî, ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî "ñêëåèòü" öåïü, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû a è b, ñ
öåïüþ, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû b è c .

Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ñâÿçíîñòè êàê ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçáèâàåò
ìíîæåñòâî âåðøèí íà êëàññû.

Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïîäãðàôû, ñîñòîÿùèå
èç ýêâèâàëåíòíûõ âåðøèí è ñâÿçûâàþùèõ èõ ðåáåð îñíîâíîãî ãðàôà.
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Îïðåäåëåíèå:

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ
ïðîñòîé öåïüþ.

Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà � ýòî ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ åãî
ñâÿçíûé ïîäãðàô.

Ñâÿçíîñòü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê áèíàðíîå îòíîøåíèå íà
ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà.

Ýòî îòíîøåíèå, î÷åâèäíî, ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî.

Êðîìå òîãî, ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî "ñêëåèòü" öåïü, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû a è b, ñ
öåïüþ, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû b è c .

Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ñâÿçíîñòè êàê ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçáèâàåò
ìíîæåñòâî âåðøèí íà êëàññû.

Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïîäãðàôû, ñîñòîÿùèå
èç ýêâèâàëåíòíûõ âåðøèí è ñâÿçûâàþùèõ èõ ðåáåð îñíîâíîãî ãðàôà.
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Îïðåäåëåíèå:

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ
ïðîñòîé öåïüþ.

Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà � ýòî ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ åãî
ñâÿçíûé ïîäãðàô.

Ñâÿçíîñòü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê áèíàðíîå îòíîøåíèå íà
ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà.

Ýòî îòíîøåíèå, î÷åâèäíî, ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî.

Êðîìå òîãî, ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî "ñêëåèòü" öåïü, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû a è b, ñ
öåïüþ, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû b è c .

Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ñâÿçíîñòè êàê ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçáèâàåò
ìíîæåñòâî âåðøèí íà êëàññû.

Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïîäãðàôû, ñîñòîÿùèå
èç ýêâèâàëåíòíûõ âåðøèí è ñâÿçûâàþùèõ èõ ðåáåð îñíîâíîãî ãðàôà.
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Îïðåäåëåíèå:

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ
ïðîñòîé öåïüþ.

Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà � ýòî ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ åãî
ñâÿçíûé ïîäãðàô.

Ñâÿçíîñòü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê áèíàðíîå îòíîøåíèå íà
ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà.

Ýòî îòíîøåíèå, î÷åâèäíî, ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî.

Êðîìå òîãî, ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî "ñêëåèòü" öåïü, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû a è b, ñ
öåïüþ, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû b è c .

Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ñâÿçíîñòè êàê ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçáèâàåò
ìíîæåñòâî âåðøèí íà êëàññû.

Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïîäãðàôû, ñîñòîÿùèå
èç ýêâèâàëåíòíûõ âåðøèí è ñâÿçûâàþùèõ èõ ðåáåð îñíîâíîãî ãðàôà.
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Îïðåäåëåíèå:

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå åãî âåðøèíû ñîåäèíÿþòñÿ
ïðîñòîé öåïüþ.

Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà � ýòî ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ åãî
ñâÿçíûé ïîäãðàô.

Ñâÿçíîñòü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê áèíàðíîå îòíîøåíèå íà
ìíîæåñòâå âåðøèí ãðàôà.

Ýòî îòíîøåíèå, î÷åâèäíî, ðåôëåêñèâíî è ñèììåòðè÷íî.

Êðîìå òîãî, ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî îòíîøåíèå òðàíçèòèâíî.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî "ñêëåèòü" öåïü, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû a è b, ñ
öåïüþ, ñîåäèíÿþùóþ âåðøèíû b è c .

Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå ñâÿçíîñòè êàê ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçáèâàåò
ìíîæåñòâî âåðøèí íà êëàññû.

Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïîäãðàôû, ñîñòîÿùèå
èç ýêâèâàëåíòíûõ âåðøèí è ñâÿçûâàþùèõ èõ ðåáåð îñíîâíîãî ãðàôà.
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Îïðåäåëåíèå:

Öèêëîì íàçûâàåòñÿ çàìêíóòàÿ öåïü, à ïðîñòûì öèêëîì � çàìêíóòûé
ìàðøðóò, âñå âåðøèíû êîòîðîãî (÷èñëîì íå ìåíåå òðåõ) ðàçëè÷íû.

Îïðåäåëåíèå:

Äåðåâî � ýòî ñâÿçíûé ãðàô, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò öèêëû
(àöèêëè÷åñêèé).

Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå ðåáåð ãðàôà ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ.

Òàêîé ãðàô íàçûâàþò âçâåøåííûì.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè � âåñà ðåáåð, ñóììàðíûé âåñ âñåõ ðåáåð ãðàôà �
âåñ ãðàôà.
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Îïðåäåëåíèå:

Öèêëîì íàçûâàåòñÿ çàìêíóòàÿ öåïü, à ïðîñòûì öèêëîì � çàìêíóòûé
ìàðøðóò, âñå âåðøèíû êîòîðîãî (÷èñëîì íå ìåíåå òðåõ) ðàçëè÷íû.

Îïðåäåëåíèå:

Äåðåâî � ýòî ñâÿçíûé ãðàô, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò öèêëû
(àöèêëè÷åñêèé).

Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå ðåáåð ãðàôà ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ.

Òàêîé ãðàô íàçûâàþò âçâåøåííûì.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè � âåñà ðåáåð, ñóììàðíûé âåñ âñåõ ðåáåð ãðàôà �
âåñ ãðàôà.
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Îïðåäåëåíèå:

Öèêëîì íàçûâàåòñÿ çàìêíóòàÿ öåïü, à ïðîñòûì öèêëîì � çàìêíóòûé
ìàðøðóò, âñå âåðøèíû êîòîðîãî (÷èñëîì íå ìåíåå òðåõ) ðàçëè÷íû.

Îïðåäåëåíèå:

Äåðåâî � ýòî ñâÿçíûé ãðàô, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò öèêëû
(àöèêëè÷åñêèé).

Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå ðåáåð ãðàôà ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ.

Òàêîé ãðàô íàçûâàþò âçâåøåííûì.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè � âåñà ðåáåð, ñóììàðíûé âåñ âñåõ ðåáåð ãðàôà �
âåñ ãðàôà.
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Îïðåäåëåíèå:

Öèêëîì íàçûâàåòñÿ çàìêíóòàÿ öåïü, à ïðîñòûì öèêëîì � çàìêíóòûé
ìàðøðóò, âñå âåðøèíû êîòîðîãî (÷èñëîì íå ìåíåå òðåõ) ðàçëè÷íû.

Îïðåäåëåíèå:

Äåðåâî � ýòî ñâÿçíûé ãðàô, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò öèêëû
(àöèêëè÷åñêèé).

Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå ðåáåð ãðàôà ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ.

Òàêîé ãðàô íàçûâàþò âçâåøåííûì.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè � âåñà ðåáåð, ñóììàðíûé âåñ âñåõ ðåáåð ãðàôà �
âåñ ãðàôà.
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Îïðåäåëåíèå:

Öèêëîì íàçûâàåòñÿ çàìêíóòàÿ öåïü, à ïðîñòûì öèêëîì � çàìêíóòûé
ìàðøðóò, âñå âåðøèíû êîòîðîãî (÷èñëîì íå ìåíåå òðåõ) ðàçëè÷íû.

Îïðåäåëåíèå:

Äåðåâî � ýòî ñâÿçíûé ãðàô, â êîòîðîì îòñóòñòâóþò öèêëû
(àöèêëè÷åñêèé).

Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå ðåáåð ãðàôà ÷èñëîâóþ ôóíêöèþ.

Òàêîé ãðàô íàçûâàþò âçâåøåííûì.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè � âåñà ðåáåð, ñóììàðíûé âåñ âñåõ ðåáåð ãðàôà �
âåñ ãðàôà.
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Ïóñòü G = (V ,E ) � ñâÿçíûé âçâåøåííûé ãðàô.

Îïðåäåëåíèå:

Îñòîâîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ åãî ïîäãðàô Γ =
= (V ,E ′), ãäå E ′ ⊆ E , ÿâëÿþùèéñÿ äåðåâîì.

Îïðåäåëåíèå:

Ìèíèìàëüíûì îñòîâîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ åãî îñòîâ íàèìåíüøåãî
âåñà.
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Ïóñòü G = (V ,E ) � ñâÿçíûé âçâåøåííûé ãðàô.

Îïðåäåëåíèå:

Îñòîâîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ åãî ïîäãðàô Γ =
= (V ,E ′), ãäå E ′ ⊆ E , ÿâëÿþùèéñÿ äåðåâîì.

Îïðåäåëåíèå:

Ìèíèìàëüíûì îñòîâîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ åãî îñòîâ íàèìåíüøåãî
âåñà.
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Ïóñòü G = (V ,E ) � ñâÿçíûé âçâåøåííûé ãðàô.

Îïðåäåëåíèå:

Îñòîâîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ åãî ïîäãðàô Γ =
= (V ,E ′), ãäå E ′ ⊆ E , ÿâëÿþùèéñÿ äåðåâîì.

Îïðåäåëåíèå:

Ìèíèìàëüíûì îñòîâîì ãðàôà G íàçûâàåòñÿ åãî îñòîâ íàèìåíüøåãî
âåñà.
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Òåîðåìà Êýëè.

Êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ äåðåâüåâ ñ n èìåíîâàííûìè âåðøèíàìè ðàâíî
nn−2.

Ïðîñòîé ïåðåáîð ïðè ïîñòðîåíèè ìèíèìàëüíîãî îñòîâà ïðè 10
âåðøèíàõ ïîòðåáóåò 108 âàðèàíòîâ.

Îöåíêà íà îñíîâå ýòîé òåîðåìû ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî íåýôôåêòèâåí
ïðîñòîé ïåðåáîð.
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Òåîðåìà Êýëè.
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E0, E1, E2, . . . ; E0 = ∅.

Î÷åðåäíîé øàã ïåðåõîäà îò Ei−1 ê Ei âûïîëíÿåòñÿ òàê:
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Ei−1 ∪ {ei} åñëè Ei−1 ∪ {ei}íå ñîäåðæèò öèêëîâ,

Ei−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

}
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ñâÿçíîñòè óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó. Êàêîå èç ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé
ïðîâåðÿòü, çàâèñèò îò "èñïîëíèòåëÿ" àëãîðèòìà.
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áóäåò ðàâíî åäèíèöå, ò. å. äåðåâî áóäåò îñòîâîì.
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Î÷åðåäíîé øàã ïåðåõîäà îò Ei−1 ê Ei âûïîëíÿåòñÿ òàê:

Ei =

{
Ei−1 ∪ {ei} åñëè Ei−1 ∪ {ei}íå ñîäåðæèò öèêëîâ,

Ei−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

}
Îñòàíîâêà ðàáîòû ïðîèçîéäåò òîãäà, êîãäà |Ei | = n − 1. Íà êàæäîì
øàãå ïîëó÷àåì äåðåâî. Ïåðâîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó. Êàêîå èç ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé
ïðîâåðÿòü, çàâèñèò îò "èñïîëíèòåëÿ" àëãîðèòìà.

Ðåøåíèå âðó÷íóþ ó÷åáíûõ çàäà÷ ëåã÷å âûïîëíÿòü, îðèåíòèðóÿñü íà
èçìåíåíèå ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó, êîãäà ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
áóäåò ðàâíî åäèíèöå, ò. å. äåðåâî áóäåò îñòîâîì.
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Øàã 1.

Îêðàñèòü ðåáðî e1 = {u1, v1} è îáðàçîâàòü ïîäãðàô

Γi = ({u1, v1}, {e1}).

Ïðèñâîèòü i := 1.

Ïîêà i ≤ m − 1, âûïîëíÿòü øàã i + 1.

Øàã i+1.

Ïóñòü ei+1 = {ui+1, vi+1}.

Âîçìîæíû ÷åòûðå âàðèàíòà.
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Ïðîòîêîë ðàáîòû àëãîðèòìà

1). Ïóñòü ui+1, vi+1 6∈ V (Γi ).

Òîãäà îêðàñèòü ðåáðî ei è ñôîðìèðîâàòü ïîäãðàô Γi+1, äîáàâèâ ê
êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè ïîäãðàôà Γi íîâóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè �
ðàññìàòðèâàåìîå ðåáðî.

2). Ïóñòü îäíà èç âåðøèí, èíöèäåíòíûõ ðåáðó ei+1, ïðèíàäëåæèò
ìíîæåñòâó, V (Γi ), à äðóãàÿ åìó íå ïðèíàäëåæèò.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ui+1 ∈ V (Γi ), vi+1 6∈ V (Γi ).

Òîãäà îêðàñèòü ðåáðî ei+1 è ñôîðìèðîâàòü ïîäãðàô Γi+1, äîáàâèâ åãî
ê òîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ïîäãðàôà Γi , êîòîðàÿ ñîäåðæèò âåðøèíó
ui+1.
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3). Ïóñòü ui+1, vi+1 ∈ V (Γi ), ïðè÷åì ui+1 ∈ V (Γk
i ), vi+1 ∈ V (Γl

i ) è k 6= l .
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Ïðèìåð 1. Íàéòè ìèíèìàëüíûé îñòîâ âçâåøåííîãî ãðàôà, çàäàííîãî
íà ðèñ. 1, åñëè âåñà åãî ðåáåð ðàñïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
c(1, 2) = 1.1, c(1, 3) = 0.8, c(1, 4) = 3, c(1, 6) = 7.3, c(2, 4) = 0.6,
c(2, 6) = 9, c(3, 4) = 5, c(3, 5) = 7.9, c(3, 6) = 6.6, c(4, 5) = 2.2,
c(4, 7) = 10, c(5, 6) = 8.2, c(5, 7) = 7.4, c(6, 7) = 5.1, c(6, 8) = 4.1,
c(6, 9) = 0.5, c(7, 8) = 5.4, c(7, 9) = 6.2,
c(7, 10) = 7.8, c(8, 9) = 6.8, c(8, 10) = 3.3, c(9, 10) = 6.7, c(9, 11) = 10,
c(9, 12) = 9.9, c(10, 12) = 4, c(11, 12) = 5.6.

1

2 4 6 9

3 5 8 10 12
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Óïîðÿäî÷èì ðåáðà ãðàôà ïî âîçðàñòàíèþ èõ âåñîâ:
e1 = {6, 9}, e2 = {2, 4}, e3 = {1, 3}, e4 = {1, 2}, e5 = {4, 5}, e6 = {1, 4},
e7 = {8, 10}, e8 = {10, 12}, e9 = {6, 8}, e10 = {3, 4}, e11 = {6, 7},
e12 = {7, 8}, e13 = {11, 12}, e14 = {7, 9}, e15 = {3, 6}, e16 = {9, 10},
e17 = {8, 9},
e18 = {1, 6}, e19 = {5, 7}, e20 = {7, 10}, e21 = {3, 5}, e22 = {5, 6},
e23 = {2, 6}, e24 = {9, 12}, e25 = {4, 7}, e26 = {9, 11}.
Øàã 0. Íà÷èíàåì ñ ïóñòîãî ãðàôà, ñîñòîÿùåãî èç âåðøèí èñõîäíîãî.
×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ðàâíî ïîðÿäêó.
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( Øàã 1.) Âûáèðàåì ðåáðî íàèìåíüøåãî ({6, 9}) âåñà è ïðèñîåäèíÿåì.
×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè óìåíüøèëîñü.
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Øàã 2. Ñëåäóþùåå ðåáðî e2 = {2, 4}. ×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
óìåíüøèëîñü, ïðèñîåäèíÿåì ðåáðî ê íåñâÿçíîìó ïîäãðàôó.
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Ïîñëåäîâàòåëüíî ïî îäíîìó âûáèðàåì îñòàâøèåñÿ ðåáðà íàèìåíüøåãî
âåñà òàê, ÷òîáû íå ïîÿâëÿëîñü öèêëîâ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò óìåíüøåíèþ
÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè íåñâÿçíîãî ïîäãðàôà ïðè äîáàâëåíèè
î÷åðåäíîãî ðåáðà.
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Øàã 3. Ñëåäóþùåå ðåáðî e2 = {1, 3}. ×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
óìåíüøèëîñü, ïðèñîåäèíÿåì ðåáðî ê íåñâÿçíîìó ïîäãðàôó.
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Øàã 4. Ñëåäóþùåå ðåáðî e2 = {1, 2}. ×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
óìåíüøèëîñü, ïðèñîåäèíÿåì ðåáðî ê íåñâÿçíîìó ïîäãðàôó.
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Øàã 5. Ñëåäóþùåå ðåáðî e2 = {4, 5}. ×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
óìåíüøèëîñü, ïðèñîåäèíÿåì ðåáðî ê íåñâÿçíîìó ïîäãðàôó.
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Øàã 6. Ñëåäóþùåå ðåáðî e2 = {1, 4}. ×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè íå
óìåíüøèëîñü � îòáðàñûâàåì, Ñëåäóþùåå ðåáðî e2 = {8, 10}. ×èñëî
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè óìåíüøèëîñü, ïðèñîåäèíÿåì ðåáðî ê íåñâÿçíîìó
ïîäãðàôó.
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Øàã 7. Ñëåäóþùåå ðåáðî e2 = {10, 12}. ×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
óìåíüøèëîñü, ïðèñîåäèíÿåì ðåáðî ê íåñâÿçíîìó ïîäãðàôó.
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Øàã 8. Ñëåäóþùåå ðåáðî e2 = {6, 8}. ×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
óìåíüøèëîñü, ïðèñîåäèíÿåì ðåáðî ê íåñâÿçíîìó ïîäãðàôó.
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Øàã 9. Ñëåäóþùåå ðåáðî e2 = {6, 7}. ×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
óìåíüøèëîñü, ïðèñîåäèíÿåì ðåáðî ê íåñâÿçíîìó ïîäãðàôó.
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Øàã 10. Ñëåäóþùåå ðåáðî e2 = {11, 12}. ×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
óìåíüøèëîñü, ïðèñîåäèíÿåì ðåáðî ê íåñâÿçíîìó ïîäãðàôó.
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Øàã 11. Ñëåäóþùåå ðåáðî e2 = {3, 6}. ×èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
óìåíüøèëîñü, ïðèñîåäèíÿåì ðåáðî ê íåñâÿçíîìó ïîäãðàôó. Êîíåö
àëãîðèòìà.
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Åùå îäíà âàæíàÿ çàäà÷à äëÿ âçâåøåííîãî ãðàôà � îòûñêàíèå
êðàò÷àéøåãî ïóòè èç îäíîé âåðøèíû â äðóãóþ.

Ïóñòü G = (V ,E ) � ñâÿçíûé âçâåøàííûé ãðàô,

V = {v1, v2, . . . vk}, E = {e1, e2, . . . em}

Îïðåäåëåíèå:

Ïóòü èç âåðøèíû u â âåðøèíó v ãðàôà G � ýòî ïðîñòàÿ öåïü ýòîãî
ãðàôà, ñîåäèíÿþùàÿ âåðøèíó u è âåðøèíó v .

Îïðåäåëåíèå:

Êðàò÷àéøèé ïóòü èç âåðøèíû u â âåðøèíó v � ýòî ïóòü èç u â v
íàèìåíüøåãî âåñà.
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Åùå îäíà âàæíàÿ çàäà÷à äëÿ âçâåøåííîãî ãðàôà � îòûñêàíèå
êðàò÷àéøåãî ïóòè èç îäíîé âåðøèíû â äðóãóþ.

Ïóñòü G = (V ,E ) � ñâÿçíûé âçâåøàííûé ãðàô,

V = {v1, v2, . . . vk}, E = {e1, e2, . . . em}

Îïðåäåëåíèå:

Ïóòü èç âåðøèíû u â âåðøèíó v ãðàôà G � ýòî ïðîñòàÿ öåïü ýòîãî
ãðàôà, ñîåäèíÿþùàÿ âåðøèíó u è âåðøèíó v .

Îïðåäåëåíèå:

Êðàò÷àéøèé ïóòü èç âåðøèíû u â âåðøèíó v � ýòî ïóòü èç u â v
íàèìåíüøåãî âåñà.
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êðàò÷àéøåãî ïóòè èç îäíîé âåðøèíû â äðóãóþ.

Ïóñòü G = (V ,E ) � ñâÿçíûé âçâåøàííûé ãðàô,

V = {v1, v2, . . . vk}, E = {e1, e2, . . . em}

Îïðåäåëåíèå:

Ïóòü èç âåðøèíû u â âåðøèíó v ãðàôà G � ýòî ïðîñòàÿ öåïü ýòîãî
ãðàôà, ñîåäèíÿþùàÿ âåðøèíó u è âåðøèíó v .

Îïðåäåëåíèå:

Êðàò÷àéøèé ïóòü èç âåðøèíû u â âåðøèíó v � ýòî ïóòü èç u â v
íàèìåíüøåãî âåñà.
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Åùå îäíà âàæíàÿ çàäà÷à äëÿ âçâåøåííîãî ãðàôà � îòûñêàíèå
êðàò÷àéøåãî ïóòè èç îäíîé âåðøèíû â äðóãóþ.

Ïóñòü G = (V ,E ) � ñâÿçíûé âçâåøàííûé ãðàô,
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Îïðåäåëåíèå:

Êðàò÷àéøèé ïóòü èç âåðøèíû u â âåðøèíó v � ýòî ïóòü èç u â v
íàèìåíüøåãî âåñà.

Êðîõèí À.Ë. (ÓðÔÓ�ÐÈ-ÐòÔ) Ëåêöèè ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå 01.09.2010 23 / 47



Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè â ñâÿçíîì ãðàôå

àëãîðèòì Äåéêñòðà

Îïðåäåëåíèå:

Äåðåâîì êðàò÷àéøèõ ïóòåé ãðàôà G èç âåðøèíû u íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç âåðøèíû u äî êàæäîé âåðøèíû ýòîãî
ãðàôà.

Â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà êàæäîé âåðøèíå ïðèñâàèâàåòñÿ òàê
íàçûâàåìàÿ âðåìåííàÿ ìåòêà, α(v).

Åå çíà÷åíèå ìîæíî òðàêòîâàòü, êàê êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå äî äàííîé
âåðøèíû îò íà÷àëüíîé ïî óæå ïîñòðîåííîìó ìíîæåñòâó ðåáåð
èñêîìîãî äåðåâà.

Â õîäå ðàáîòû íà êàæäîì øàãå âûáèðàåòñÿ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
âðåìåííîé ìåòêè, ýòà ìåòêà çàìåíÿåòñÿ íà ïîñòîÿííóþ.

Âåðøèíà ãðàôà, ïîëó÷èâøàÿ ïîñòîÿííóþ ìåòêó, ñòàíîâèòñÿ òåêóùåé.

Êîãäà ïîñòîÿííóþ ìåòêó ïîëó÷èò êîíå÷íàÿ âåðøèíà � äåðåâî
êðàò÷àéøèõ ïóòåé ïîñòðîåíî.
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àëãîðèòì Äåéêñòðà

Îïðåäåëåíèå:

Äåðåâîì êðàò÷àéøèõ ïóòåé ãðàôà G èç âåðøèíû u íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé èç âåðøèíû u äî êàæäîé âåðøèíû ýòîãî
ãðàôà.

Â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà êàæäîé âåðøèíå ïðèñâàèâàåòñÿ òàê
íàçûâàåìàÿ âðåìåííàÿ ìåòêà, α(v).

Åå çíà÷åíèå ìîæíî òðàêòîâàòü, êàê êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå äî äàííîé
âåðøèíû îò íà÷àëüíîé ïî óæå ïîñòðîåííîìó ìíîæåñòâó ðåáåð
èñêîìîãî äåðåâà.

Â õîäå ðàáîòû íà êàæäîì øàãå âûáèðàåòñÿ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
âðåìåííîé ìåòêè, ýòà ìåòêà çàìåíÿåòñÿ íà ïîñòîÿííóþ.

Âåðøèíà ãðàôà, ïîëó÷èâøàÿ ïîñòîÿííóþ ìåòêó, ñòàíîâèòñÿ òåêóùåé.

Êîãäà ïîñòîÿííóþ ìåòêó ïîëó÷èò êîíå÷íàÿ âåðøèíà � äåðåâî
êðàò÷àéøèõ ïóòåé ïîñòðîåíî.
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Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè

Øàã 1.

Ïðèñâîèòü âåðøèíàì ãðàôà âðåìåííûå ìåòêè

α(v1) = 0,

α(v2) = . . . = α(vn) = +∞.

Íàèìåíüøàÿ âðåìåííàÿ ìåòêà � ó íà÷àëüíîé âåðøèíû, îíà ñòàíîâèòñÿ
òåêóùåé, à åå ìåòêà � ïîñòîÿííîé è íå ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ áîëåå: v := v1.
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Øàã 2.

Äëÿ êàæäîé ñìåæíîé ñ òåêóùåé âåðøèíû ñî âðåìåííîé ìåòêîé vi
ïåðåñ÷èòàòü ìåòêó ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

α(vi ) = min{α(vi ), α(v) + wt(v , vi )} (1)

wt(v , vi ) � âåñ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðà.

Òó èç âåðøèí vj , äëÿ êîòîðîé ÷èñëî α(vj) îêàæåòñÿ íàèìåíüøèì,
âûáèðàåì çà òåêóùóþ, à åå ìåòêó äåëàåì ïîñòîÿííîé.

Ïðèñîåäèíèòü ê äåðåâó êðàò÷àéøèõ ïóòåé òàêæå òî ðåáðî, ïî êîòîðîìó
áûëî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé ìåòêè.

Íà ðèñóíêå ãðàôà îêðàøèâàåì ýòî ðåáðî.

Ïîëîæèòü v = vj .
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ïåðåñ÷èòàòü ìåòêó ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

α(vi ) = min{α(vi ), α(v) + wt(v , vi )} (1)

wt(v , vi ) � âåñ ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåáðà.

Òó èç âåðøèí vj , äëÿ êîòîðîé ÷èñëî α(vj) îêàæåòñÿ íàèìåíüøèì,
âûáèðàåì çà òåêóùóþ, à åå ìåòêó äåëàåì ïîñòîÿííîé.

Ïðèñîåäèíèòü ê äåðåâó êðàò÷àéøèõ ïóòåé òàêæå òî ðåáðî, ïî êîòîðîìó
áûëî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ïîñòîÿííîé ìåòêè.

Íà ðèñóíêå ãðàôà îêðàøèâàåì ýòî ðåáðî.

Ïîëîæèòü v = vj .
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Ïîäíèìàÿñü ïî äåðåâó êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò âåðøèíû vn ê âåðøèíå v1,
ò.å. äâèãàÿñü ïî îêðàøåííûì ðåáðàì, ïîëó÷àåì ïðîñòóþ öåïü

[vn, u1, u2, . . . , un−2, v1]

Èñêîìûé êðàò÷àéøèé ïóòü � ýòî ïóòü

[v1, un−2, . . . , u2, u1, vn]

Åãî âåñ ðàâåí c(v1) + c(un−1) + . . .+ c(u2) + c(vn).
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Ïðèìåð 2. Ïðèìåíèòü àëãîðèòì Äåéêñòðû íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî
ïóòè â ãðàôå.
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Ïðîòîêîë ðàáîòû óäîáíî îôîðìëÿòü íà ñëåäóþùåì áëàíêå:
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Ïðîòîêîë ðàáîòû óäîáíî îôîðìëÿòü íà ñëåäóþùåì áëàíêå:

8 5 7 6 1 2 3 4

l(v) l(a) l(b) l(c) l(d) l(e) l(f ) l(g) Ðåáðî

(0) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
v

Èñõîäíûå âðåìåííûå ìåòêè âåðøèí � òåêóùàÿ âåðøèíà v , åå ìåòêà
ñòàíîâèòñÿ ïîñòîÿííîé.
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l(v) l(a) l(b) l(c) l(d) l(e) l(f ) l(g) Ðåáðî

(0) ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
v | 2 3 (1) ∞ ∞ ∞ ∞ c {v , c}

Òåêóùàÿ âåðøèíà v , ïåðåñ÷èòûâàåì âðåìåííûå ìåòêè ñìåæíûõ
âåðøèí.

Â êðóãëûå ñêîáêè âçÿòû çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ ìåòîê âåðøèí, ýòè
âåëè÷èíû èìåþò ñìûñë êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé îò íà÷àëüíîé
âåðøèíû äî äàííîé. Ïîñëåäíÿÿ êîëîíêà ñîäåðæèò ñïèñîê ðåáåð,
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l(v) l(a) l(b) l(c) l(d) l(e) l(f ) l(g) Ðåáðî
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a | | 3 | 6 3 (2) ∞ f {c , f }
f | | (3) | 6 3 | 4 b {v , b}
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âåðøèíû äî äàííîé. Ïîñëåäíÿÿ êîëîíêà ñîäåðæèò ñïèñîê ðåáåð,
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Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè òàê íàçûâàåìûõ
äâóäîëüíûõ ãðàôîâ.

Äâóäîëüíûìè íàçûâàþò ãðàôû, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðûõ ðàçáèòî
íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà.

Ðåáðà ñîåäèíÿþò âåðøèíû òîëüêî èç ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ.

Êîìïàíèÿ èëè ôèðìà çàïîëíÿåò øòàòíûå âàêàíñèè.

Èìååòñÿ ìíîæåñòâî âàêàíñèé, êàæäîé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñïèñîê
ñëóæåáíûõ îáÿçàííîñòåé.

Òàêæå èìååòñÿ ìíîæåñòâî ïðåòåíäåíòîâ, â ðåçþìå êîòîðûõ óêàçàíû
ñïîñîáíîñòè ê èñïîëíåíèþ íåêîòîðûõ ðàáîò.

Ðåáðî ñîåäèíÿåò ïðåòåíäåíòà ñ òåìè âàêàíñèÿìè, ñëóæåáíûå
îáÿçàííîñòè êîòîðûõ îí ìîæåò âûïîëíÿòü.

Òðåáóåòñÿ òàê ïðîâåñòè îòáîð, ÷òîáû çàïîëíèòü ìàêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî âàêàíñèé.
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Òàêæå èìååòñÿ ìíîæåñòâî ïðåòåíäåíòîâ, â ðåçþìå êîòîðûõ óêàçàíû
ñïîñîáíîñòè ê èñïîëíåíèþ íåêîòîðûõ ðàáîò.

Ðåáðî ñîåäèíÿåò ïðåòåíäåíòà ñ òåìè âàêàíñèÿìè, ñëóæåáíûå
îáÿçàííîñòè êîòîðûõ îí ìîæåò âûïîëíÿòü.

Òðåáóåòñÿ òàê ïðîâåñòè îòáîð, ÷òîáû çàïîëíèòü ìàêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî âàêàíñèé.

Êðîõèí À.Ë. (ÓðÔÓ�ÐÈ-ÐòÔ) Ëåêöèè ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå 01.09.2010 31 / 47



Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì ïàðîñî÷åòàíèè

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè òàê íàçûâàåìûõ
äâóäîëüíûõ ãðàôîâ.

Äâóäîëüíûìè íàçûâàþò ãðàôû, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðûõ ðàçáèòî
íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà.

Ðåáðà ñîåäèíÿþò âåðøèíû òîëüêî èç ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ.

Êîìïàíèÿ èëè ôèðìà çàïîëíÿåò øòàòíûå âàêàíñèè.

Èìååòñÿ ìíîæåñòâî âàêàíñèé, êàæäîé èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò ñïèñîê
ñëóæåáíûõ îáÿçàííîñòåé.

Òàêæå èìååòñÿ ìíîæåñòâî ïðåòåíäåíòîâ, â ðåçþìå êîòîðûõ óêàçàíû
ñïîñîáíîñòè ê èñïîëíåíèþ íåêîòîðûõ ðàáîò.

Ðåáðî ñîåäèíÿåò ïðåòåíäåíòà ñ òåìè âàêàíñèÿìè, ñëóæåáíûå
îáÿçàííîñòè êîòîðûõ îí ìîæåò âûïîëíÿòü.

Òðåáóåòñÿ òàê ïðîâåñòè îòáîð, ÷òîáû çàïîëíèòü ìàêñèìàëüíîå
êîëè÷åñòâî âàêàíñèé.

Êðîõèí À.Ë. (ÓðÔÓ�ÐÈ-ÐòÔ) Ëåêöèè ïî äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå 01.09.2010 31 / 47



Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ Çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîì ïàðîñî÷åòàíèè

Îïðåäåëåíèå:

Ïàðîñî÷åòàíèåì M â ãðàôå G íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ðåáåð ýòîãî
ãðàôà, òàêîå, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà èíöèäåíòíà íå áîëåå, ÷åì
îäíîìó ðåáðó èç M.
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Ðåáðà èç M áóäåì èçîáðàæàòü òåìíûìè ëèíèÿìè, à âåðøèíû èì,
èíöèäåíòíûå, � òåìíûìè êðóãàìè.

Ðåáðà, íå ïîïàâøèå â M, áóäåì èçîáðàæàòü ñâåòëûìè ëèíèÿìè, à
îòêðûòûå âåðøèíû � îêðóæíîñòÿìè.
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[v0, u1, v1, u2, v2, u3, . . . , vn−1, un, vn, un+1]

ãðàôà G , òàêàÿ, ÷òî n ∈ N ∪ {0}, {ui , vi} ∈ M, {vj , uj+1} 6∈ M äëÿ
ëþáûõ i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {0, . . . , n} è âåðøèíû v0, un+1 ÿâëÿþòñÿ
îòêðûòûìè (ñì. ðèñ. (4).)
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Ðåáðà, íå ïîïàâøèå â M, áóäåì èçîáðàæàòü ñâåòëûìè ëèíèÿìè, à
îòêðûòûå âåðøèíû � îêðóæíîñòÿìè.

Îïðåäåëåíèå:

Óâåëè÷èâàþùåéñÿ öåïüþ íàçûâàåòñÿ ïðîñòàÿ öåïü

[v0, u1, v1, u2, v2, u3, . . . , vn−1, un, vn, un+1]

ãðàôà G , òàêàÿ, ÷òî n ∈ N ∪ {0}, {ui , vi} ∈ M, {vj , uj+1} 6∈ M äëÿ
ëþáûõ i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {0, . . . , n} è âåðøèíû v0, un+1 ÿâëÿþòñÿ
îòêðûòûìè (ñì. ðèñ. (4).)
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Öåïüþ äëèíû k íàçîâ¼ì íåêîòîðûé ïðîñòîé ïóòü (ò. å. íå ñîäåðæàùèé
ïîâòîðÿþùèõñÿ âåðøèí èëè ð¼áåð), ñîäåðæàùèé k ð¼áåð.

×åðåäóþùåéñÿ öåïüþ (â äâóäîëüíîì ãðàôå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî
ïàðîñî÷åòàíèÿ) íàçîâ¼ì öåïü, â êîòîðîé ð¼áðà ïîî÷åðåäíî
ïðèíàäëåæàò/íå ïðèíàäëåæàò ïàðîñî÷åòàíèþ.

Óâåëè÷èâàþùåé öåïüþ (â äâóäîëüíîì ãðàôå îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî
ïàðîñî÷åòàíèÿ) íàçîâ¼ì öåïü, ó êîòîðîé íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ
âåðøèíû íå ïðèíàäëåæàò ïàðîñî÷åòàíèþ.
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Òåîðåìà Áåðæà.

Ïàðîñî÷åòàíèå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå
ñóùåñòâóåò óâåëè÷èâàþùèõ îòíîñèòåëüíî íåãî öåïåé.

Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî åñëè íàéäåíà íåêîòîðàÿ óâåëè÷èâàþùàÿ öåïü, òî
ñ å¼ ïîìîùüþ ëåãêî óâåëè÷èòü ìîùíîñòü ïàðîñî÷åòàíèÿ íà 1.

Ïðîéä¼ì âäîëü ýòîé öåïè, è êàæäîå ðåáðî ïîî÷åð¼äíî áóäåì
äîáàâëÿòü/óäàëÿòü èç ïàðîñî÷åòàíèÿ (ò. å. ïåðâîå ðåáðî (êîòîðîå ïî
îïðåäåëåíèþ íå ïðèíàäëåæèò ïàðîñî÷åòàíèþ) äîáàâèì â
ïàðîñî÷åòàíèå, âòîðîå óäàëèì, òðåòüå äîáàâèì, è ò.ä.).
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Äåéñòâèòåëüíî, â ðåçóëüòàòå ýòîé îïåðàöèè ìû óâåëè÷èì ìîùíîñòü
ïàðîñî÷åòàíèÿ íà 1 (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äëèíà
óâåëè÷èâàþùåé öåïè âñåãäà íå÷¼òíà, à êîððåêòíîñòü âûøåîïèñàííîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ î÷åâèäíà).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè êàðêàñ àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ
ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ: èñêàòü â ãðàôå óâåëè÷èâàþùèå öåïè,
ïîêà îíè ñóùåñòâóþò, è óâåëè÷èâàòü ïàðîñî÷åòàíèå âäîëü íèõ.

Îñòàëîñü äåòàëèçèðîâàòü ñïîñîá íàõîæäåíèÿ óâåëè÷èâàþùèõ öåïåé.
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Àëãîðèòì Êóíà îñíîâàí íà ïîèñêå â ãëóáèíó èëè â øèðèíó, è
âûáèðàåò êàæäûé ðàç ëþáóþ èç íàéäåííûõ óâåëè÷èâàþùèõ öåïåé.

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî åñòü è äðóãèå ñïîñîáû, íàïðèìåð, â áîëåå
ýôôåêòèâíîì àëãîðèòìå Õîïêðîôòà-Êàðïà.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå àëãîðèòì ïîèñêà óâåëè÷èâàþùåé öåïè (ïóñòü,
äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ýòî ïîèñê â ãëóáèíó).

Ïîèñê íà÷èíàåò èäòè èç âåðøèíû ïåðâîé äîëè.

Èç ïåðâîé äîëè âî âòîðóþ îí õîäèò òîëüêî ïî ð¼áðàì, íå
ïðèíàäëåæàùèì ïàðîñî÷åòàíèþ, à èç âòîðîé äîëè â ïåðâóþ -
íàîáîðîò, òîëüêî ïî ïðèíàäëåæàùèì.
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èëè íå íàéäåíà.

Èç òåêóùåé âåðøèíû V ïîèñê â ãëóáèíó ïûòàåòñÿ ïîéòè ïî âñåì
ñìåæíûì ð¼áðàì (êðîìå ïðèíàäëåæàùåãî ïàðîñî÷åòàíèþ), è åñëè îí
ìîæåò ïîéòè â âåðøèíó T0 âòîðîé äîëè, íå ïðèíàäëåæàùåé
ïàðîñî÷åòàíèþ, òî âîçâðàùàåò True è äîáàâëÿåò ðåáðî (V , T0) â
ïàðîñî÷åòàíèå.

Åñëè æå îí ïûòàåòñÿ ïîéòè â âåðøèíó T0, óæå ïðèíàäëåæàùóþ
ïàðîñî÷åòàíèþ, òî îí âûçûâàåò ñåáÿ èç âåðøèíû Mt[T0] (ñîñåäà T0 â
ïàðîñî÷åòàíèè), è åñëè öåïü áûëà íàéäåíà, òî äîáàâëÿåò ðåáðî
(V , T0) â ïàðîñî÷åòàíèå.
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Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ

Øàã 1.

Ïîëàãàåì M := ∅.

Øàã 2.

Âûáèðàåì ïðîèçâîëüíî îòêðûòóþ âåðøèíó v0. Åñëè ñóùåñòâóåò
óâåëè÷èâàþùàÿñÿ öåïü

p := [v0, u1, v1, u2, v2, u3, . . . , vn−1, un, vn, un+1]

íà÷èíàþùàÿñÿ ñ ýòîé âåðøèíû (ñì. ðèñ.), òî ïîëàãàåì

υ0 u1 υ1 u2 υ2 u3 un υnun+1

M := M ∪ {{v0, u1}, {v1, u2}, {v2, u3}, . . . , {vn−1, un}, {vn, un+1}} \
\{{u1, v1}, {u2, v2}, . . . , {un, vn}}
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Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé óâåëè÷èâàþùåéñÿ öåïè "ñâåòëûå" ðåáðà
âêëþ÷àåì â ïàðîñî÷åòàíèå M, à "òåìíûå" ðåáðà èç íåãî èñêëþ÷àåì.

À åñëè òàêîé öåïè íå ñóùåñòâóåò, òî ÊÎÍÅÖ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ. Øàã 3.

Åñëè åùå åñòü îòêðûòûå âåðøèíû, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 2.

Åñëè èõ íåò, òî ÊÎÍÅÖ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïàðîñî÷åòàíèè, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷íî è çàâèñèò îò âûáîðà îòêðûòûõ âåðøèí è
ñîîòâåòñòâóþùèõ óâåëè÷èâàþùèõñÿ öåïåé íà øàãå 2.
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Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé óâåëè÷èâàþùåéñÿ öåïè "ñâåòëûå" ðåáðà
âêëþ÷àåì â ïàðîñî÷åòàíèå M, à "òåìíûå" ðåáðà èç íåãî èñêëþ÷àåì.

À åñëè òàêîé öåïè íå ñóùåñòâóåò, òî ÊÎÍÅÖ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ. Øàã 3.

Åñëè åùå åñòü îòêðûòûå âåðøèíû, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 2.

Åñëè èõ íåò, òî ÊÎÍÅÖ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïàðîñî÷åòàíèè, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷íî è çàâèñèò îò âûáîðà îòêðûòûõ âåðøèí è
ñîîòâåòñòâóþùèõ óâåëè÷èâàþùèõñÿ öåïåé íà øàãå 2.
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè êàðêàñ àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ
ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ: èñêàòü â ãðàôå óâåëè÷èâàþùèå öåïè,
ïîêà îíè ñóùåñòâóþò, è óâåëè÷èâàòü ïàðîñî÷åòàíèå âäîëü íèõ.
Ïðèìåð 3. Íàéòè ìàêñèìàëüíîå ïàðîñî÷åòàíèå â ãðàôå,
èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 1.

Ïðèâåäåì òîëüêî ïðîòîêîë ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî
ïàðîñî÷åòàíèÿ â âèäå ñåðèè êàðòèíîê (ðèñ. 3). Ðåçóëüòàòîì áóäåò
ìíîæåñòâî

M = {{1, 3}, {2, 4}, {5, 6}, {7, 8}, {9, 11}, {10, 12}} .
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Ðèñ.: Ðàáîòà àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Òðàíñïîðòíàÿ ñåòü � îðãðàô D ñî ìíîæåñòâîì âåðøèí
V = {v1, v2, . . . , vn}, óäîâëåòâîðÿþùèì ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà � èñòî÷íèê � â êîòîðóþ íå
çàõîäèò íè îäíà äóãà (òîëüêî èñõîäÿò);

2 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà � ñòîê � èç êîòîðîé íå
èñõîäèò íè îäíà äóãà (òîëüêî çàõîäÿò);

3 íà ìíîæåñòâå äóã çàäàíà ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ � ïðîïóñêíàÿ

ñïîñîáíîñòü, çíà÷åíèÿ êîòîðîé c(ei ) ≥ 0.

1 0 ≤ f (vi , vj) ≤ c(vi , vj);

2 äëÿ ëþáîé âåðøèíû, êðîìå èñòîêà è ñòîêà, ñóììà çíà÷åíèé
ïîòîêà ïî çàõîäÿùèì äóãàì ðàâíà ñóììå ïî èñõîäÿùèì.
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Èäåÿ àëãîðèòìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà ñëåäóþùàÿ. Èùåì ïóòü èç èñòîêà
â ñòîê ñ íåíóëåâûìè (äîïóñòèìûìè) ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè âñåõ
äóã. Óâåëè÷èâàåì ïîòîê ïî ýòîìó ïóòè äî òåõ ïîð, ïîêà õîòÿ áû îäíà
èç äóã íå ñòàíîâèòñÿ íàñûùåííîé, ò. å. ïîòîê ïî ýòîé äóãå íå
ñðàâíÿåòñÿ ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ (íàñûùåííûé ïóòü). Çàòåì
èùåì åùå îäèí (íåíàñûùåííûé) ïóòü èç èñòîêà â ñòîê è ò. ä.
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Äàäèì îïèñàíèå ïñåâäîêîäà àëãîðèòìà Ôîðäà-Ôàëêåðñîíà, ñëåäóÿ [?].

Àëãîðèòì Ford-Fulkerson(D, s, t)

1 for äëÿ êàæäîé äóãè (u, v) ∈ E [D]
2 do f [u, v ]← 0
3 f [v , u]← 0 � Íà÷àëüíûé ïîòîê.

4 while ñóùåñòâóåò ïóòü p èç s â t â îñòàòî÷íîé ñåòè Df

� Ñïîñîá îòûñêàíèÿ ðàñøèðÿþùåãî ïóòè íå êîíêðåòèçèðóåòñÿ.
5 do cf (p)← min{cf (u, v) : (u, v) ∈ p}
6 for êàæäîé äóãè (u, v) ∈ p
7 do f [u, v ]← f [u, v ] + cf (p)
8 f [v , u]← −f [v , u]

Çäåñü (ñòðîêà 5) èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå
cf (u, v) = c(u, v)− f (u, v) � îñòàòî÷íàÿ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü.
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