
Èçó÷åíèå ñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî êîäà

Çàäà÷à 1. Ïóñòü G =

0
@ 1 1 0 0 0

1 0 1 0 1
1 0 0 1 0

1
A � ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà

áèíàðíîãî ëèíåéíîãî (5,3)-êîäà. Íàéòè äëÿ ýòîãî êîäà ïðîâåðî÷íóþ ìà-
òðèöó, âñå êîäîâûå ñëîâà, à òàêæå äóàëüíûé êîä. Íàéòè âåñîâûå ñïåêòðû
ýòèõ êîäîâ. Âûïèñàòü âñå ñèíäðîìû è ëèäåðû ñìåæíûõ êëàññîâ è äåêî-
äèðîâàòü ïðè ïîìîùè ëèäåðîâ ñëîâî 11010.

Ðåøåíèå. Äëÿ äàííîãî êîäà C äëèíà ñîîáùåíèé k = 3, äëèíà êîäîâûõ
ñëîâ n = 5 è ÷èñëî ïðîâåðî÷íûõ ñîîòíîøåíèé m = n� k = 2. Ïîðîæäà-
þùàÿ ìàòðèöà G íå èìååò ñèñòåìàòè÷åñêîãî âèäà. Ïîýòîìó ïðåæäå ÷åì
ïðèìåíÿòü èçâåñòíîå ïðàâèëî íàõîæäåíèÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû ïðèâå-
äåì G ýêâèâàëåíòíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàä ïîëåì F2 ê êàíîíè÷åñêî-
ìó (ñèñòåìàòè÷åñêîìó) âèäó G0 = (E3 j �Aò), ãäå A 2 (F2)

2�3. Òîãäà
H = (A j E2) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì âèäîì ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû êî-
äà C. Ïîä ìàòðèöåé áóäåì çàïèñûâàòü åå ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ,
îáîçíà÷àÿ ñòðîêè ìàòðèöû ðèìñêèìè öèôðàìè.

G =

0
@ 1 1 0 0 0

1 0 1 0 1
1 0 0 1 0

1
A �

III$I

0
BBB@

1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 0

1
CCCA �

III$II

�

0
BBB@

1 0 0 1 0
1 1 0 0 0
1 0 1 0 1

1
CCCA �

II+I III+I

G0 =

0
@ 1 0 0 j 1 0

0 1 0 j 1 0
0 0 1 j 1 1

1
A :

E3 �Aò

Òàêèì îáðàçîì, �Aò =

0
@ 1 0

1 0
1 1

1
A ; ñëåäîâàòåëüíî,

A = �(�Aò)ò = (�Aò)ò =

�
1 1 1
0 0 1

�
;

H =

�
1 1 1 1 0
0 0 1 0 1

�
:

Ïóñòü a = (a1; a2; a3), ãäå a1; a2; a3 2 F2 , � ñîîáùåíèå, òîãäà ñîîòâåò-
ñòâóþùåå êîäîâîå ñëîâî ðàâíî

x = (x1; x2; x3; x4; x5) = aG0 = (a1; a2; a3; a1 + a2 + a3; a3):
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Êñòàòè, äëÿ èñõîäíîé ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû êîä C ( â ñìûñëå "êîäîâîé
êíèãè", ò.å. íàáîðà âñåõ êîäîâûõ ñëîâ) áóäåò òîò æå, ÷òî è äëÿ G0;C':
Îäíàêî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñîîáùåíèÿìè è êîäîâûìè ñëîâàìè áóäåò,
êîíå÷íî, äðóãîå.

x = (x1; x2; x3; x4; x5) = aG = (a1 + a2 + a3; a1; a2; a3; a2):

Ïðèâåäåì èñõîäíóþ ìàòðèöó ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ê ñè-
ñòåìàòè÷åñêîìó âèäó ïîäðîáíî, èñïîëüçóÿ MapleV. Ïðèáàâèëè êî âòîðîé
ïåðâóþ ñòðîêó.

> G1a:= matrix_modp(addrow(G1,1,2,1),2);

G1a :=

2
6664

1 1 0 0 0

0 1 1 0 1

1 0 0 1 0

3
7775

Ïåðåñòàâèëè ïåðâóþ è òðåòüþ ñòðîêè.

> G1b :=swaprow(G1a, 1, 3);

G1b :=

2
6664

1 0 0 1 0

0 1 1 0 1

1 1 0 0 0

3
7775

Ïðèáàâèëè ê òðåòüåé ïåðâóþ.

> G1c:= matrix_modp(addrow(G1b,1,3,1),2);

G1c :=

2
6664

1 0 0 1 0

0 1 1 0 1

0 1 0 1 0

3
7775

Ïðèáàâèëè ê òðåòüåé âòîðóþ.

> G1d:= matrix_modp(addrow(G1c,2,3,1),2);

G1d :=

2
6664

1 0 0 1 0

0 1 1 0 1

0 0 1 1 1

3
7775
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Ïðèáàâèëè êî âòîðîé òðåòüþ.

> G1e:= matrix_modp(addrow(G1d,3,2,1),2);

G1e :=

2
6664

1 0 0 1 0

0 1 0 1 0

0 0 1 1 1

3
7775

Ñîñòàâèì ñïèñêè êîäîâûõ ñëîâ ñ îáåèìè ïîðîæäàþùèìè ìàòðèöàìè.

> C1:=code_list(G1e,2);

C1 := [[0; 0; 0; 0; 0]; [0; 0; 1; 1; 1]; [0; 1; 0; 1; 0]; [0; 1; 1; 0; 1]; [1; 0; 0; 1; 0];

[1; 0; 1; 0; 1]; [1; 1; 0; 0; 0]; [1; 1; 1; 1; 1]]

> C1s:=sort(C1,weight_order);

C1s := [[0; 0; 0; 0; 0]; [0; 1; 0; 1; 0]; [1; 0; 0; 1; 0]; [1; 1; 0; 0; 0]; [0; 0; 1; 1; 1];

[0; 1; 1; 0; 1]; [1; 0; 1; 0; 1]; [1; 1; 1; 1; 1]]

> Cs:=sort(code_list(G1,2),weight_order);

Cs := [[0; 0; 0; 0; 0]; [1; 0; 0; 1; 0]; [1; 1; 0; 0; 0]; [0; 1; 0; 1; 0]; [1; 0; 1; 0; 1];

[0; 0; 1; 1; 1]; [0; 1; 1; 0; 1]; [1; 1; 1; 1; 1]]

Êîä ( â ñìûñëå ìíîæåñòâà âåêòîðîâ) òîò æå ñàìûé. Ïðàâäà îòî-
áðàæåíèå Lk � � > Ln äðóãîå, íàïðèìåð, îáðàçû ñîîáøåíèÿ (001)
ðàçëè÷íûå.

> multiply( [0,0,1], G1 );multiply( [0,0,1], G1e );

[1; 0; 0; 1; 0]

[0; 0; 1; 1; 1]

Ñèñòåìàòè÷åñêèé âèä ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû

> H:=matrix([[1,1,1,1,0],[0,0,1,0,1]]);

H :=

2
4 1 1 1 1 0

0 0 1 0 1

3
5
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Óìíîæèì åå íà ïîðîæäàþùóþ

> matrix_modp(multiply(G1,transpose(H)),2);

2
6664

0 0

0 0

0 0

3
7775

> matrix_modp(multiply(G1e,transpose(H)),2);

2
6664

0 0

0 0

0 0

3
7775

Ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íîé è äëÿ èñõîäíîãî êîäà.
Ïðèâåäåì òàáëèöó âñåâîçìîæíûõ ñîîáùåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ êî-

äîâûõ ñëîâ.

F3
2 000 001 010 011 100 101 110 111
C 00000 10010 10101 00111 11000 01010 01101 11111
C 0 00000 00111 01010 01101 10010 10101 11000 11111

Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íàëè÷èÿ îøè-
áîê è èõ èñïðàâëåíèÿ. Åå îñíîâíîå ñâîéñòâî G � HT = 0 îòðàæàåò òîò
ôàêò, ÷òî ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà, áóäó÷è ïîðîæäàþùåé äëÿ äóàëüíîãî
êîäà, èìååò ñòðîêè, îðòîãîíàëüíûå âñåì êîäîâûì ñëîâàì. Ïîýòîìó ïå-
ðåõîä îò èñõîäíîé ìàòðèöû G ê ñèñòåìàòè÷åñêîé G0 (ê äðóãîìó áàçèñó)
ýòîãî óñëîâèÿ íå íàðóøàåò.

Çàïèøåì òàáëèöó ëèäåðîâ ei è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñìåæíûõ êëàññîâ
ei+C. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêè ýòî ðàçëîæåíèå ãðóïïû ïî ñìåæíûì
êëàññàì. Íîâûé êëàññ ìû íà÷èíàåì ñ òàê íàçûâàåìîãî "ëèäåðà", êîòî-
ðûé òðàêòóåòñÿ êàê âåêòîð -îøèáêà. ×èñëî ëèäåðîâ (ñìåæíûõ êëàññîâ)
ðàâíî 2n=jCj = 2n=2k = 2m = 4. Çàïîëíåíèå òàáëèöû ïðîèñõîäèò ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà âûïèñûâàåì âñå êîäîâûå ñëîâà x1, x2, x3, x4,
x5, x6, x7 x8, (ïåðâàÿ ñòðîêà òàáëèöû). Î÷åâèäíî, ñèíäðîìû íóëåâûå,
S(xj) = (0; 0)ò. Çàòåì âûáèðàåì ëèäåðû e1, e2, e3, e4 cìåæíûõ êëàññîâ,
òàê, ÷òîáû èõ âåñ áûë êàê ìîæíî ìåíüøå è S(ei) 6= S(ej) äëÿ i 6= j.
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Âåêòîðû èç F
5
2 íàèìåíüøåãî âåñà � ñóòü

x1 = 00000; w1 = 00001; w2 = 00010;
w3 = 00100; w4 = 01000; w5 = 10000:

Íàïîìíèì, ÷òî S(y) = S(ei), åñëè y 2 ei + C è S(ei) 6= S(ej) äëÿ i 6= j,
ãäå S(y) = H � yT � ñèíäðîì âåêòîðà y .Ïîñ÷èòàåì èõ ñèíäðîìû:

S(x1) = (0; 0)ò; S(w1) = (0; 1)ò;
S(w2) = S(w4) = S(w5) = (1; 0)ò; S(w3) = (1; 1)ò:

Âîçüìåì â êà÷åñòâå âåêòîðîâ e1 = x1, e2 = w1, e3 = w2. Îñòàâøèéñÿ
ëèäåð e4 èç âåêòîðîâ w4, w5 âûáèðàòü íåëüçÿ, ò.ê. îíè óæå âîøëè â
ñìåæíûé êëàññ w2 + C. Â êà÷åñòâå e4 ìîæíî âçÿòü âåêòîð 00100. Èòàê,
èìååì ñëåäóþùóþ òàáëèöó ëèäåðîâ è èõ ñèíäðîìîâ

ei S(ei)
00000 (0; 0)ò

00001 (0; 1)ò

00010 (1; 0)ò

00100 (1; 1)ò

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ (íå â äàííîì) ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü âåê-
òîðà èç F

n
2 ñ âåñàìè, ðàâíûìè äâóì è âûáèðàòü ñðåäè íèõ î÷åðåäíîãî

ëèäåðà, åñëè âåêòîðîâ ñ ìåíüøèì âåñîì íå õâàòàåò äëÿ ïîñòðîåíèÿ òà-
áëèöû.

Çàïèøåì ëèäåðû â ïåðâûé ñòîëáåö òàáëèöû ëèäåðîâ è èõ ñìåæíûõ
êëàññîâ. Ýëåìåíò, ñòîÿùèé â i-é ñòðîêå è j-ì ñòîëáöå òàáëèöû, ðàâåí
yij = ei + xj. Òàêèì îáðàçîì, i-ÿ ñòðîêà òàáëèöû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñìåæíûé êëàññ ei +C.

F3
2 000 001 010 011 100 101 110 111
C 00000 10010 10101 00111 11000 01010 01101 11111

e2 + C 00001 10011 10100 00110 11001 01011 01100 11110
e3 + C 00010 10000 10111 00101 11010 01000 01111 11101
e4 + C 00100 10110 10001 00011 11100 01110 01001 11011

Ñèíäðîì ñëîâà y = 11010, êîòîðîå íóæíî äåêîäèðîâàòü, ðàâåí S(y) =
(1; 0)ò = S(e3), ò.å. y 2 e3+C, à èìåííî, ñëîâî y íàõîäèòñÿ â 3-é ñòðîêå è
7-ì ñòîëáöå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñ íàèáîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ ïåðåäàíî ñëîâî
x3 = y � e3 = 11000(èíà÷å - áëèæàéøåå ê ïîëó÷åííîìó êîäîâîå ñëîâî).
Ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîáùåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîâî a = 100.
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Íàéäåì äóàëüíûé (5,2)-êîä C�. Ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé G� äëÿ ýòîãî
êîäà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà H, à ïðîâåðî÷íîé � ìàòðèöà G. Ìîæíî ïðèâå-
ñòè ìàòðèöó G� ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàä F2 ê ñèñòåìàòè-
÷åñêîìó âèäó G�0 = (E2j � A�T ). Åñëè a� = (a�1; a

�

2) � ñîîáùåíèå, òîãäà
ñîîòâåòñòâóþùåå êîäîâîå ñëîâî èç äóàëüíîãî êîäà ðàâíî

x� = (x�1; x
�

2; x
�

3; x
�

4; x
�

5) = a�H:

Ïðèâåäåì òàáëèöó âñåâîçìîæíûõ ñîîáùåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ êîäî-
âûõ ñëîâ äëÿ êîäà C�.

a� 00 01 10 11
x� 00000 00101 11110 11011

Òàêèì îáðàçîì, C� = f00000; 00101; 11011; 11110g:
Íàéäåì âåñîâûå ñïåêòðû êîäîâ. Îòñîðòèðóåì â ïîðÿäêå âîçðàñòà-

íèÿ âåñà.

> C1s:=sort(C1,weight_order);

C1s := f(0; 0; 0; 0; 0); (1; 0; 0; 1; 0)]; (1; 1; 0; 0; 0); �(0; 1; 0; 1; 0); (1; 0; 1; 0; 1);

(0; 0; 1; 1; 1); (0; 1; 1; 0; 1); (1; 1; 1; 1; 1)g

C� = fx�1;x
�

2;x
�

3;x
�

4g. Íàõîäèì âåñà ñëîâ ýòèõ êîäîâ:

> weight_enumerator_vector(G1,2);

[1, 0, 3, 3, 0, 1]

weight_enumerator_vector(H,2);

[1, 0, 1, 0, 2, 0]

Îòñþäà èìååì ñëåäóþùèå âåñîâûå ñïåêòðû äëÿ êîäîâ C è C�:

A0 = 1; A2 = 3; A3 = 3; A5 = 1 A1 = A4 = 0;
A�

0 = A�

2 = 1; A�

4 = 2; A�

1 = A�

3 = A�

5 = 0:

Çàäà÷à 2. Íàéòè ïðîâåðî÷íûå è ïîðîæäàþùèå ìàòðèöû è èíôîð-

ìàöèîííûå ñêîðîñòè äëÿ (7,4)-êîäà Õåììèíãà è óäëèíåííîãî (8,4)-êîäà
Õåììèíãà. Ñêîëüêî îøèáîê îáíàðóæèâàþò è èñïðàâëÿþò ýòè êîäû? Äå-
êîäèðîâàòü ñëîâà 1101011 è 01011011 â êîäå Õåììèíãà è åãî óäëèíåííîì
êîäå ñîîòâåòñòâåííî.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H è G ñîîòâåòñòâåííî ïðîâåðî÷íóþ è ïî-
ðîæäàþùóþ ìàòðèöû êîäà Õåììèíãà C, à ÷åðåç H� è G� � ïðîâåðî÷íóþ
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è ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöû óäëèíåííîãî êîäà Õåììèíãà C�. Ïðîâåðî÷-
íîé ìàòðèöåé (7; 4)-êîäà Õåììèíãà ÿâëÿåòñÿ áèíàðíàÿ (íàä ïîëåì F2)
ìàòðèöà ðàçìåðà 3� 7, i-é ñòîëáåö êîòîðîé åñòü äâîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñ-
ëà i(ìëàäøèé ðàçðÿä ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü êàê ïåðâîé, òàê è ïîñëåäíåé
ñòðîêàì). Çíà÷èò,

H =

0
@ 0 0 0 1 1 1 1

0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1

1
A :

Ò.í. óäëèíåííûé (8; 4)-êîä ïîëó÷àþò äîáàâëåíèåì îäíîãî ïðîâåðî÷íîãî
ñèìâîëà x8 ê êîäîâûì ñëîâàì êîäà Õåììèíãà è äîáàâëåíèåì îäíîãî ïðî-
âåðî÷íîãî óðàâíåíèÿ x1 + x2 + : : : + x8 = 0 (ïðîâåðêîé íà ÷åòíîñòü).
Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà H� ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç H ïðèïèñûâàíèåì
ñâåðõó ñòðîêè (1; 1; 1; : : : ; 1) è ñïðàâà ñòîëáöà (1; 0; 0; : : : ; 0)ò. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

H� =

0
BB@

1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1 0
0 1 1 0 0 1 1 0
1 0 1 0 1 0 1 0

1
CCA :

Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðèâîäèì ìàòðèöû H è H� ê êà-
íîíè÷åñêîìó âèäó H 0 = (A j E3), H

�0 = (A j E4). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:

H 0 =

0
@ 0 1 1 1 j 1 0 0

1 0 1 1 j 0 1 0
1 1 0 1 j 0 0 1

1
A ;

H�0 =

0
BB@

0 1 1 1 j 1 0 0 0
1 0 1 1 j 0 1 0 0
1 1 0 1 j 0 0 1 0
1 1 1 0 j 0 0 0 1

1
CCA :

Ñëåäîâàòåëüíî,

G =

0
BB@

1 0 0 0 j 0 1 1
0 1 0 0 j 1 0 1
0 0 1 0 j 1 1 0
0 0 0 1 j 1 1 1

1
CCA ;

G� =

0
BB@

1 0 0 0 j 0 1 1 1
0 1 0 0 j 1 0 1 1
0 0 1 0 j 1 1 0 1
0 0 0 1 j 1 1 1 0

1
CCA :
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Ñòðîêè ëþáîé ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû, çàïèñàííîé â êàíîíè÷åñêîé ôîð-
ìå, ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà êîäîâûõ ñëîâ. Äàëåå, êîäîâûå ñëîâà
óäëèíåííîãî êîäà ïîëó÷àþòñÿ èç êîäîâûõ ñëîâ èñõîäíîãî êîäà äîáàâëå-
íèåì ñèìâîëà ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöó G� ìîæíî
áûëî ïîëó÷èòü èç G äîáàâëåíèåì ñïðàâà ñòîëáöà, i-é ýëåìåíò êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ ñóìììîé âñåõ ýëåìåíòîâ i-é ñòðîêè ìàòðèöû G (ïðîâåðêîé íà
÷åòíîñòü).

Èíôîðìàöèîííàÿ ñêîðîñòü êîäà ðàâíà îòíîøåíèþ ÷èñëà èíôîðìà-
öèîííûõ ñèìâîëîâ, äëèíû ñîîáùåíèÿ, ê äëèíå êîäîâîãî ñëîâà. Äëÿ êîäà
Õåììèíãà C

k=n = (2m � 1�m)=(2m � 1) = 3=7;

à èíôîðìàöèîííàÿ ñêîðîñòü óäëèíåííîãî êîäà Õåììèíãà C� ðàâíà

k�=n = (2m �m)=2m = 4=8 = 1=2:

Èçâåñòíî, ÷òî dmin(C) = 3, dmin(C
�)=4 , ñëåäîâàòåëüíî, êîä C îáíà-

ðóæèâàåò dmin(C) � 1 = 2 îøèáêè è èñïðàâëÿåò [(dmin(C) � 1)=2] = 1
îøèáêó, à êîä C� îáíàðóæèâàåò dmin(C

�) � 1 = 3 îøèáêè è èñïðàâëÿåò
[(dmin(C

�)� 1)=2] = 1 îøèáêó.
Ñëîâî y1 = 1101011 èìååò ñèíäðîì S1(y1) = Hyò2 = (1; 1; 0)ò, êîòîðûé

ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íîé çàïèñüþ ÷èñëà 6, è äåêîäåð êîäà Õåììèíãà ðåøàåò,
÷òî îøèáêà ïðîèçîøëà â 6-é ïîçèöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîâó y1 ñîîòâåò-
ñòâóåò êîäîâîå ñëîâî x1 = y1 � 0000010 = 1101111, à ñîîòâåòñòâóþùåå
ñîîáùåíèå áóäåò 1101.

Ñèíäðîì ñëîâà y2 = 01011011 ðàâåí

S2(y2) = H�yT2 =

0
B@

8P
i=1

yi

S1(y)

1
CA =

0
BB@

1
1
0
0

1
CCA ;

ãäå y2 = y1y2 : : : y7y8 = 01011011, y = y1y2 : : : y7 = 0101101.
Ñëåäîâàòåëüíî, S1(y) = (1; 0; 0)ò è îøèáêà â ñëîâå y ïðîèçîøëà â

4-é ïîçèöèè êîäîâîãî ñëîâà x = x1x2 : : : x7 êîäà Õåììèíãà C. Ñëåäîâà-
òåëüíî, x = y � 0001000 = 0100101. Ñîîòâåòñòâóþùåå êîäîâîå ñëîâî x�

óäëèíåííîãî (8,4)-êîäà Õåììèíãà C ðàâíî ñëîâó x1x2 : : : x7x8 = 01001011,

ãäå x8 =
7P
i=1

xi = 1 � åñòü ñèìâîë ïðîâåðêè íà ÷åòíîñòü. Êîäîâîìó ñëîâó

01001011 ñîîòâåòñòâóåò ñîîáùåíèå 0100.

Îòâåò. H, G, H�, G�; èíôîìàöèîííûå ñêîðîñòè êîäîâ C è C� ðàâíû
ñîîòâåòñòâåííî 3=7 è 1=2; êîä C îáíàðóæèâàåò äâå îøèáêè è èñïðàâëÿåò
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îäíó îøèáêó, à êîä C� îáíàðóæèâàåò òðè îøèáêè è èñïðàâëÿåò îäíó
îøèáêó; 1101111(110), 01001011(010).

=========================================

Çàäà÷à 3. Íàéòè ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó, âñå êîäîâûå ñëîâà è âåñîâîé
ñïåêòð äëÿ ëèíåéíîãî òåðíàðíîãî (ò.å. íàä F3) (4,2)-êîäà ñ ïðîâåðî÷íîé

ìàòðèöåé H =

�
0 1 1 1
1 1 2 1

�
. Âûïèñàòü âñå ñèíäðîìû è ëèäåðû ñìåæ-

íûõ êëàññîâ è äåêîäèðîâàòü ïðè ïîìîùè ëèäåðîâ ñëîâî 2001. Îöåíèòü
âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî äåêîäèðîâàíèÿ.

Ðåøåíèå. Íàõîäèì ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ñî-
îòíîøåíèå ìåæäó G è H. Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè íàä F3 ïðè-
âåäåì ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó H êîäà C ê êàíîíè÷åñêîìó (ñèñòåìàòè÷å-
ñêîìó) âèäó H 0 = (A j E2), ãäå A 2 (F3)

2�2. Íàïîìíèì, ÷òî â ïîëå F3

ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå: �1 = 2, �2 = 1, 2 + 2 = 1, 2 + 1 = 0, 2 � 2 = 1,
2�1 = 2.

H =

�
0 1 j 1 1
1 1 j 2 1

�
�

ïðèáàâèì êî IIñòðîêå I;

0
@ 0 1 j 1 1

1 2 j 0 2

1
A �

óìíîæèì II íà 2�1=2

�

0
@ 0 1 j 1 1

2 1 j 0 1

1
A �

I�II

0
@ 1 0 j 1 0

2 1 j 0 1

1
A �

ôèíèø

H 0 =

�
1 0 j 1 0
2 1 j 0 1

�

A E2

Çíà÷èò, A =

�
1 0
2 1

�
; G = (E2 j �A

ò) =

�
1 0 j 2 1
0 1 j 0 2

�
:

Ïóñòü a = (a1; a2), ãäå a1; a2 2 F3 � íåêîòîðîå ñîîáùåíèå, òîãäà ñîîò-
âåòñòâóþùåå êîäîâîå ñëîâî ðàâíî

x = (x1; x2; x3; x4) = aG = (a1; a2; 2a1; a1 + 2a2):

È ìû èìååì ñëåäóþùåå ñîîòâåòñòâèå ñîîáùåíèé è êîäîâûõ ñëîâ.

a 00 01 02 10 11 12 20 21 22
x 0000 0102 0201 1021 1120 1222 2012 2111 2210

Âûáåðåì, ó÷èòûâàÿ ìèíèìàëüíûé âåñ êîäîâûõ ñëîâ, ëèäåðû e1, e2 : : : ,
e9 ñìåæíûõ êëàññîâ. Òåïåðü íàïèøåì òàáëèöó ëèäåðîâ è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñìåæíûõ êëàññîâ. Ïåðâàÿ ñòðîêà � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ êîäîâûõ
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ñëîâ, ïåðâûé ñòîëáåö � ìíîæåñòâî âñåõ ëèäåðîâ, i-ÿ ñòðîêà ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ñìåæíûé êëàññ ei + C, à ýëåìåíò, ñòîÿùèé íà ïåðåñå÷åíèè i-é
ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà, ðàâåí yij = ei + xj. Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûáîðå ëè-
äåðîâ ïðèõîäèòñÿ áðàòü ýëåìåíòû ñ âåñîì 2, ò.ê. íåêîòîðûå ýëåìåíòû ñ
âåñîì 1 óæå âîøëè â ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñìåæíûå êëàññû.

C 0000 0102 0201 1021 1120 1222 2012 2111 2210
e2 + C 0001 0100 0202 1022 1121 1220 2010 2112 2211
e3 + C 0010 0112 0211 1001 1100 1202 2022 2121 2220
e4 + C 1000 1102 1201 2021 2120 2222 0012 0111 0210
e5 + C 0002 0101 0200 1020 1122 1221 2011 2110 2212
e6 + C 0020 0122 0221 1011 1110 1212 2002 2101 2200
e7 + C 2000 2102 2201 0021 0120 0222 1012 1111 1210
e8 + C 0011 0110 0212 1002 1101 1200 2020 2122 2221
e9 + C 1010 1112 1211 2001 2100 2202 0022 0121 0220

Ïîñòðîèì ñèíäðîìíóþ òàáëèöó äåêîäèðîâàíèÿ. Ïåðâûé ñòîëáåö �
ëèäåðû. Ðÿäîì çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèå ñèíäðîìû.

S(ei) = ei �H:

ei S(ei)
0000 (0; 0)ò

0001 (0; 1)ò

0010 (1; 0)ò

1000 (1; 2)ò

0002 (0; 2)ò

0020 (2; 0)ò

2000 (2; 1)ò

0011 (1; 1)ò

1010 (2; 2)ò

Ñëîâî y = 2001 ëåæèò â 9-é ñòðîêå è 4-ì ñòîëáöå, ñëåäîâàòåëüíî äâå
îøèáêè íå ìîæåì èñïðàâèòü.

Ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå êîäà dmin(C) = 3. Çíà÷èò, êîä C îáíàðóæè-
âàåò s = dmin(C) � 1 = 2 îøèáêè è èñïðàâëÿåò t = [(dmin(C) � 1)=2] = 1
îøèáêó.
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Çàäà÷à 4. Íàéòè ïðîâåðî÷íûå è ïîðîæäàþùèå ìàòðèöû äëÿ ñèì-
ïëåêñíîãî (7,3)-êîäà è (8,4)-êîäà Ðèäà-Ìàëåðà ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñîäåð-
æàò ëè ñëîâà 0101101 è 11001100 â ñèìïëåêñíîì êîäå è â êîäå Ðèäà-
Ìàëåðà îáíàðóæèâàåìûå îøèáêè? Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ
îøèáêè äëÿ ýòèõ êîäîâ.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H� è G� ñîîòâåòñòâåííî ïðîâåðî÷íóþ è
ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöû ñèìïëåêñíîãî êîäà C�, à ÷åðåç H

�

è G
�

� ïðî-
âåðî÷íóþ è ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöû êîäà Ðèäà-Ìàëåðà C

�

(ìàòðèöû G,
H, G, H, îçíà÷àþò òî æå, ÷òî è â çàäà÷å 2). Òîãäà H� = G, G� = H,
H
�

= G, G
�

= H.
Âûÿñíèì, ñîäåðæàò ëè ñëîâà y1 = 0101101, y2 = 11001100 îáíàðóæè-

âàåìûå îøèáêè â êîäàõ C� è C
�

:

S1(y1) = H�y1
ò = (1; 1; 1; 1)ò 6= (0; 0; 0; 0)ò;

S2(y2) = H
�

y2
ò = (0; 0; 0; 0)ò:

Çíà÷èò, äåêîäåð êîäà C� áóäåò âûäàâàòü ñîîáùåíèå îá îøèáêå â ñëîâå
y1, à äåêîäåð êîäà C

�

áóäåò ñ÷èòàòü ñëîâî y2 êîäîâûì ñëîâîì.
Èçâåñòíî, ÷òî dmin(C

�) = dmin(C
�

) = 2m�1 = 4 (óòâåðæäíèå ??), ñëå-
äîâàòåëüíî, êîäû C� è C

�

îáíàðóæèâàþò s = dmin(C
�) � 1 = 3 îøèáêè.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âåðîÿòíîñòåé P1, P2 ïðîïóñêà îøèáêè ýòèìè êî-
äàìè (ò.å. äëÿ âåðîÿòíîñòåé òîãî, ÷òî ïðîèçîøëî íå áîëåå òðåõ îøèáîê)
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

P1 �
3P
i=0

�
7

i

�
pn�iqi = p7 + 7p6q + 21p5q2 + 35p4q3;

P2 �
3P
i=0

�
8

i

�
pn�iqi = p8 + 8p7q + 28p6q2 + 56p5q3:

Îòâåò. H� = G, G� = H, H� = G, G
�

= H (ìàòðèöû G, H, G, H
íàéäåíû â çàäà÷å 2); â ñëîâå 0101101 ïðîèçîøëà îøèáêà ñ âåðîÿòíîñòüþ
P1 � p7 + 7p6q + 21p5q2 + 35p4q3; â ñëîâå 11001100 íå ïðîèçîøëà îøèáêà
ñ âåðîÿòíîñòüþ P2 � p8 + 8p7q + 28p6q2 + 56p5q3.
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