
Èíòåãðàëû ñ êîíå÷íûìè ïðåäåëàìè, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà.

Ðàíåå íàì óæå âñòðå÷àëèñü èíòåãðàëû, â êîòîðûõ ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò
îò äâóõ ïåðåìåííûõ, à èíòåãðèðîâàíèå ñîâåðøàåòñÿ ïî îäíîé èç íèõ â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî âòîðàÿ ïåðåìåííàÿ ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Òàê áûëî â ï. 115 ïðè îòûñêàíèè ôóíêöèè
ïî åå ïîëíîìó äèôôåðåíöèàëó è â ï. 130 ïðè âû÷èñëåíèè äâîéíîãî èíòåãðàëà ñ ïîìî-
ùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. Â âèäó òîãî, ÷òî òàêèå èíòåãðàëû âñòðåòÿòñÿ è
â äàëüíåéøåì, êàê â êóðñå àíàëèçà, òàê è â ðàçëè÷íûõ äîïîëíèòåëüíûõ ðàçäåëàõ (íà-
ïðèìåð, ïðè èçó÷åíèè óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ),
ðàññìîòðèì èõ áîëåå ïîäðîáíî.

Èòàê, ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f(x; y), êîòîðàÿ îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà ïðè âñåõ çíà÷å-
íèÿõ x è y, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì a � x � b è c � y � d: Åñëè âû÷èñëÿòü èíòåãðàë
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ y 2 [c; d], òî êàæäîìó çíà÷åíèþ y áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñâîå
çíà÷åíèå èíòåãðàëà, ÿâëÿþùåãîñÿ, òàêèì îáðàçîì, íåêîòîðîé ôóíêöèåé îò y îáîçíà÷èì åå
÷åðåç I(y) :

bZ
a

f(x; y)dx:

Èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ [a; b] ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíå÷íûì (ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî èí-
òåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ áóäåò ðàññìîòðåí ïîçäíåå). Èíòåðâàë [c; d]-îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè I(y)- ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íûì, òàê è áåñêîíå÷íûì.

Ïðèìåðû. 1)
1R
0

e�xdx =
e�x

�

���1
0
=

e� � 1

�
; åñëè � 6= 0: Ïðè � = 0 èíòåãðàë ðàâåí 1. Çäåñü

ôóíêöèÿ F (�) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ � (ïðîâåðèòü íåïðåðûâíîñòü
ïðè � = 0 ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ).

2)
1R
0

dxp
�2 � x2

= arcsin
x

�

�����
1

0

= arcsin
1

�
: Èíòåãðàë îïðåäåëåí, åñëè j�j > 1; ïðè � = �1 èí-

òåãðàë ñòàíîâèòñÿ íåñîáñòâåííûì (ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò áåñêîíå÷íûé ðàçðûâ
â òî÷êå õ=1), íî ñõîäÿùèìñÿ.

3)
2R
1

dxp
x2 � �2

= ln(x +
p
x2 � �2) = ln

2 +
p

(4 + �2

1 +
p
1� �2

: Èíòåãðàë îïðåäåëåí ïðè � 2
[�1; 1]. Ëèøíèé ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f(x; y) è èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ
[a; b] çàäàíû, èíòåãðàë (*) çàâèñèò òîëüêî îò �. Íàøà áëèæàéøàÿ çàäà÷à èçó÷èòü ñâîéñòâà
ôóíêöèè F (y)-èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà. Â îñíîâå ëåæèò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x; y) íåïðåðûâíà ïîè a � x � b è c � y � d, òî ôóíêöèÿ

F (y) =
bR
a

dx íåïðåðûâíà â èíòåðâàëå [c; d].

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû íå óñëîæíÿòü äîêàçàòåëüñòâî äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì,
õîòÿ ýòî è íå äàíî â óñëîâèè òåîðåìû, ÷òî ôóíêöèÿ f(x; y) èìååò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ
f 0x îãðàíè÷åííóþ ïðè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ x è y: jf 0x(x; y)j �M:

Ïóñòü y è y +�y ëåæàò â èíòåðâàëå [c; d]. Ïî îïðåäåëåíèþ

F (y) =

bZ
a

f(x; y)dx; F (y +�y) =

bZ
a

f(x; y +�y)dx:
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Ïðèðàùåíèå ôóíêöèè F (y) ðàâíî

F (y +�y) =

bZ
a

(f(x; y +�y)� f(x; y))dx:

Ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåì ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

f(x; y +�y)� f(x; y) = f 0y(x; �)�y;

ãäå � 2 [y; y+�y]. Ó÷èòûâàÿ ïðåäïîëàãàåìîå óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè ïðîèçâîäíîé f 0y,
ïðèäåì ê íåðàâåíñòâó

jf(x; y +�y)� f(x; y)j �M j�yj:

Òàê êàê ìîäóëü èíòåãðàëà íå ïðåâîñõîäèò èíòåãðàëà îò ìîäóëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíê-
öèè (ñì. ï. 90, II), òî

jF (y +�y)� F (y)j = ��
bZ

a

(f(x; y +�y)� f(x; y))dx
�� �

bZ
a

M j�jdx = M(b � a)j�j:

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè �y ! 0, òî è F (y +�y)� F (y)� > 0. ò.å. ÷òî ôóíêöèÿ F (y)
íåïðåðûâíà. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé â òîì âèäå, â êàêîì îíà ñôîðìóëèðîâàíà,
õîòÿ åå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåíî â óïðîùàþùåì ïðåäïîëîæåíèè. Îòìåòèì åùå, ÷òî â
õîäå äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëàñü êîíå÷íîñòü èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ
[c; d]. ×àñòî óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè èíòåãðàëà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà, çàïèñûâàþò â
âèäå

lim
�!y0

bZ
a

f(x; �)dx =

bZ
a

f(x; y0)dx;

âûðàæàþùåì òîò ôàêò, ÷òî ïðåäåë íåïðåðûâíîé ôóíêöèè F (�) ïðè � ! y0 ðàâåí
çíà÷åíèþ ýòîé ôóíêöèè ïðè � = y0:

Ïðè ïîëüçîâàíèè ýòîé òåîðåìîé íóæíî âíèìàòåëüíî ñëåäèòü çà âûïîëíåíèåì âñåõ åå
óñëîâèé. Òàê, íàïðèìåð, ïóñòü

F (y) =

1Z
0

y dx

x2 + y2
= arctg

1

y
:

Ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ y, êðîìå y = 0; äåëî â òîì, ÷òî ïîäûí-

òåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x; y) =
y

x2 + y2
ðàçðûâíà ïðè x = 0 è y = 0:

×òîáû ôóíêöèÿ F (y) áûëà äèôôåðåíöèðóåìîé, íóæíî ïðåäúÿâèòü äîïîëíèòåëüíûå
òðåáîâàíèÿ ê ôóíêöèè f(x; y):
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Òåîðåìà II. Åñëè ôóíêöèÿ f(x; y) è åå ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ f 0y(x; y) íåïðåðûâíû ïðè
a � x � b è c � y � b; òî ôóíêöèÿ F (y) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ F 0(y) è
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

F 0(y) =
d

dx

bZ
a

f(x; y)dx =

bZ
a

f 0y(x; y)dx:

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðíåìñÿ ê ôîðìóëå (**), âûðàæàþùåé ïðèðàùåíèå ôóíêöèè F (y);
è ðàçäåëèì îáå åå ÷àñòè íà �y; ïðåîáðàçîâûâàÿ çàòåì ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïî
òåîðåìå Ëàãðàíæà, ïîëó÷èì

F (y +�y)� F (y)

�y
=

bZ
a

f 0y(x; �) dx:

Òàê êàê � 2 (y; y + �y); òî ïðè Æy ! 0 çíà÷åíèå � ! y. Ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó
ïðè Æy ! 0, çàïèøåì

lim
�y!0

F (y +�y)� F (y)

�y
= lim

�!y

bZ
a

f 0y(x; �) dx:

Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ïðîèçâîäíàÿ f 0y(x; y) íåïðåðûâíà; ïîýòîìó ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè ñó-
ùåñòâóåò (ñì. ôîðìóëó ("**)); çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïðåäåë è ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà, à ýòî
è åñòü êàê ðàç ïðîèçâîäíàÿ F 0(y), è ýòè ïðåäåëû ðàâíû ìåæäó ñîáîé:

F 0(y) =

bZ
a

f 0y(x; y) dx:

Òåîðåìà äîêàçàíà. Êîðîòêî åå ôîðìóëèðóþò òàê: ïðîèçâîäíàÿ îò èíòåãðàëà ïî ïàðà-

ìåòðó ðàâíà èíòåãðàëó îò ïðîèçâîäíîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïî ýòîìó ïàðàìåòðó.
(Ïî Áóãðîâó-Íèêîëüñêîìó)
Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

lim
�x!0

�F (x)

�x
=

dZ
c

f 0x(x; y)dy:

Ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíèòü ôîðìóëó Íüþòîíà-Ëåéáíèöà â âèäå

'(x + h)� '(x) =

hZ
0

'0(x + u) du:

èìååì

� =
����F (x)

�x
�

dZ
c

f 0x(x; y) dy
��� = ���

dZ
c

�xf(x; y)

�x
dy �

dZ
c

f 0x(x; y) dy
��� =
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=
���

dZ
c

0
@ 1

�x

�xZ
0

f 0x(x+ u; y) du

1
A dy �

dZ
c

f 0x(x; y) dy
��� =

=
���

dZ
c

1

�x

�xZ
0

(f 0x(x + u; y)� f 0x(x; y)) du dy
���:

Òàê êàê f 0x(x; y) íåïðåðûâíà íà j�j, òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà �, ïîýòîìó

jf 0x(x; y)� f 0 � x(x + u; y)j < "

êàê òîëüêî juj � j�xj < Æ äëÿ ëþáûõ (x; y) 2 �. Ïîýòîìó

� �
dZ

c

1

j�xj
���

ÆxZ
0

" du
��� dy = "(d� c):

ïðè j�xj < Æ: Äîêàçàíî.
Ýòî ïðåäëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ïðàâèëîì Ëåéáíèöà; èìåííî íà íåãî ìû ññûëàëèñü â

ñíîñêå íà ñòð. 389.
Ïðàâèëî Ëåéáíèöà èíîãäà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îòûñêàíèÿ ñëîæíûõ îïðåäåëåííûõ èíòå-

ãðàëîâ.

1Z
0

dx

x2 + a2
=

1

2
arctg

x

a

�����
1

0

=
1

a
arctg

1

a
:

Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ïî ïàðàìåòðó a, ïðè÷åì äèôôåðåíöèðîâàíèå èí-
òåãðàëà ñîâåðøàåòñÿ ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà, ò. å. ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîäûíòåãðàëü-
íîãî âûðàæåíèÿ , ïîëó÷èì

1Z
0

�2a dx

(x2 + a2)2
= �1

2
arctg

1

a
+

1

a

1

1 +

�
1

a

�2

�
� 1

a2

�
;

îòêóäà

1Z
0

dx

(x2 + a2)2
=

1

2a2(a2 + 1)
:

Ïðîäîëæàÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå, ìû ñìîæåì âû÷èñëèòü èíòåãðàëû
R 1

0

dx

(x2 + a2)n
; n =

3; 4 : : : Âû÷èñëåíèå èõ áåç ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà î Ëåéáíèöà ïðèâåëî áû ê ãîðàçäî áîëåå
ãðîìîçäêèì âûêëàäêàì.

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè èíòåãðàëû, ó êîòîðûõ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ áûëè ïîñòîÿí-

íû Âñòðå÷àþòñÿ, îäíàêî, è òàêèå èíòåãðàëû, ó êîòîðûõ ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ñàìè ÿâëÿþòñÿ
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íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè òîãî ïàðàìåòðà, îò êîòîðîãî çàâèñèò ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Êàê

ðàç ýòî èìååò ìåñòî ïðè âû÷èñëåíèè âíóòðåííåãî èíòåãðàëà ïðè ñâåäåíèè äâîéíîãî èíòåãðàëà ê

ïîâòîðíîìó.

Ïóñòü

F (�) =

b(�)Z
a(�)

f(x; �) dx:

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(; �) è åå ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ f 0�(; �)
íåïðåðûâíû ïðè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ è �, ï ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ a(�)
è b(�) âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè-òîæå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè îò �. Òîãäà ôóíêöèÿ
F (�) íåïðåðûâíà, äèôôåðåíöèðóåìà è åå ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà

F 0(�) =

b(�)Z
a(�)

f 0�(x; �) dx+ a0(�)f(a(�); �)� b0(�)f(b(�); �)

(îáùåå ïðàâèëî Ëåéáíèöà) Äîêàçûâàòü ýòó ôîðìóëó ìû íå áóäåì; îòìåòèì òîëüêî, ÷òî
ïðèâåäåííàÿ âûøå ôîðìóëà äëÿ ñëó÷àÿ ïîñòîÿííûõ ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, à òàêæå
òåîðåìà î äèôôåðåíöèðîâàíèè èíòåãðàëà ïî åãî âåðõíåìó ïðåäåëó (ñì. ï. 91) ÿâëÿþòñÿ
åå ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè.

Íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

Ïðèâåäåííûå âûøå òåîðåìû îòíîñÿòñÿ, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ê èíòåãðàëàì ñ êî-
íå÷íûìè ïðåäåëàìè è ñ íåïðåðûâíîé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé. Äëÿ íåñîáñòâåííûõ
èíòåãðàëîâ äåëî îáñòîèò çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì íàèáîëåå
÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ âèäà

F (y) =

Z 1

0

f(x; y)dx

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè F (y) ñëóæèò ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé y, ïðè êîòîðûõ
íòåãðàë (*) ñõîäèòñÿ. Êàê ïðàâèëî, ýòî íåêîòîðûé èíòåðâàë, êîíå÷íûé èëè áåñêîíå÷íûé.

Íà÷íåì ñ ïðèìåðà. Ïóñòü

F (y) =

Z 1

0

e�x�y
2

dx =
e�xy

2

�y2
���1
0

=
1

y2
:

(e�xy
2 ! 0 ïðè x! +1). Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ

x è y; ôóíêöèÿ æå F èìååò áåñêîíå÷íûé ðàçðûâ ïðè y = 0.
Ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà

+1Z
a

f(x; y) dx;

ò.å. ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

lim
b!1

bZ
a

f(x; y) dx;

5



ïðè êàæäîì y 2 [c; d], ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü âûðàæåíèå (), êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííîé
y íà [c; d]: Îäíàêî, ñâîéñòâà ýòîé ôóíêöèè ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò íàëè÷èÿ ðàâíîìåðíîé

ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà ïî y íà [c; d]:
Îáúÿñíèòü ïåðåõîä îò îáû÷íîé ñõîäèìîñòè ïî îïðåä. ïðåäåëà ê îñòàòêó èíòåãðàëà.

���J(y)�
+1Z
a

��� < "

8" > 0 9�0 > 0j
���

+1Z
�

��� < "; � > �0

Îïðåäåëåíèå. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
R1
a

f(x; y)dx; çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà y, íà-
çûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ íà [c; d], åñëè äëÿ 8" > 0 ìîæíî óêàçàòü �0 > 0 òàêóþ,
÷òî ïðè âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèÿõ y 2 [c; d] è � � �0 ñîáëþäàåòñÿ íåðàâåíñòâî

j
1R
�

f(x; y) dxj < ":

Ïðèçíàêè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè Âåéåðøòðàññà è Àáåëÿ - Äèðèõëå.
!! Ïðèìåðû "ïîçèòèâíûå"è "íåãàòèâíûå". Èíòåãðàëû

Z 1

0

sin�x

1 + x2
dx

è Z 1

0

cos�x

1 + x2
dx

ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè âñåõ???? çíà÷åíèÿõ �, òàê êàê ìîäóëè ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé
íå ïðåâîñõîäÿò ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè , èíòåãðàë îò êîòîðîé ñõîäèòñÿ(ïðèçíàê ñõîäè-
ìîñòè).

Äëÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ (*) èìåþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.
1. Åñëè ôóíêöèÿ f(x; y) íåïðåðûâíà ïðè x � a è y 2 [c; d] èíòåãðàë F (y) =

R1
a

f(x; y) dx
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, òî îí ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà y:

���J(y + h)� J(y)
��� =

=
���

�Z
a

f(x; y + h) dx+

+1Z
�

f(x; y + h) dx�
� �Z

a

f(x; y) dx+

+1Z
�

f(x; y) dx
���� �

�
���

�Z
a

�
f(x; y + h) dx� f(x; y)

�
dx
���+ ���

+1Z
�

f(x; y + h) dx
���+ ���

+1Z
�

f(x; y) dx
��� �

� 2"

3
+

�Z
a

���f(x; y + h) dx� f(x; y)
���dx < " (1)
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Ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì �. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî åñòü ñâîéñòâî ìîäóëÿ ñóì-
ìû. Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ � � �0(") â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íåñîá-
ñòâåííîãî èíòåãðàëà. Íàêîíåö, ïîñëåäíåå âåðíî äëÿ 0 � h < Æ(") â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
ïîäèíòåãðàëüíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå [a; �]:

Äîêàçàëè íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè J(y) íà [c; d]:
2. Ìîæíî èíòåãðèðîâàòü "ïîä çíàêîì èíòåãðàëà".
Íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà íà ýòîì îòðåçêå.

I =

dZ
c

� +1Z
a

f(x; y) dx
�
dy:

Ðàçîáüåì âíóòðåííèé èíòåãðàë íà äâà

I =

dZ
c

� �Z
a

f(x; y) dx
�
dy +

dZ
c

� +1Z
�

f(x; y) dx
�
dy:

Âîçüìåì " > 0 è ïîäáåðåì �0(") òàê, ÷òîáû áûëî

���
+1Z
�

f(x; y) dx
��� � "

d� c
; � � �0:

Òîãäà ñïðàâåäëèâî

���I �
dZ

c

� �Z
a

f(x; y) dx
�
dy

��� = ���
dZ

c

� +1Z
�

f(x; y) dx
�
dy

��� �

�
dZ

c

���
+1Z
�

f(x; y) dx
���dy � (d� c)

"

d� c
= " (2)

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè ïî ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ïîðÿäîê èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ìîæíî ñìåíèòü. Ïîýòîìó

���I �
�Z

a

� dZ
c

f(x; y) dy
�
dx
��� < " (3)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñõîäèòñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

I =

+1Z
a

� dZ
c

f(x; y) dy
�
dx

èëè

dZ
c

� +1Z
a

f(x; y) dx
�
dy =

+1Z
a

� dZ
c

f(x; y) dy
�
dx
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3. Åñëè ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f(x; y) èìååò â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè íåïðåðûâíóþ
÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ f 0y(x; y) è èíòåãðàë îò ýòîé ïðîèçâîäíîé òîæå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
íà [c; d], òî ôóíêöèÿ F (y) äèôôåðåíöèðóåìà è ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (Ëåéáíèöà äëÿ ÍÈ)

F 0(y) =
d

dx

Z 1

a

f(x; y) dx =

Z 1

a

f 0y(x; y) dx:

F (y +�y)� F (y)

�y
=

+1Z
a

f 0y(x; �) dx =

�Z
a

f 0y(x; �) dx+

+1Z
�

f 0y(x; �) dx:

Îöåíèì îòíîøåíèå ïðèðàùåíèé

���F (y +�y)� F (y)

�y

��� � ���
�Z

a

f 0y(x; �) dx
���+ ���

+1Z
�

f 0y(x; �) dx
���:

Âîçüìåì " > 0 è ïîäáåðåì �0(") > 0 òàê, ÷òîáû � � �0

���
+1Z
�

dx
��� < ";

÷òî âîçìîæíî â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà. Äàëåå, èñïîëüçó-
åì íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè f 0y(x; y).

���
�Z

a

f 0y(x; �) dx
��� �

�Z
a

���f 0y(x; �)
��� dx � "

äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ �/
Ïðèìåð Èíòåãðàë Ïóàññîíà, âñòðå÷àþùèéñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-

çèêè

I(�) =

Z 1

0

e�x
2

cos�x dx:

Çàìåòèì, ÷òî ïðè � = 0 ïîëó÷àåì èíòåãðàë I(0) =
R1
0

e�x
2

dx =

p
�

2
; âû÷èñëåííûé â ï.

131. Èíòåãðàë (*) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ, òàê êàê je�x2 cos�xj � e�x
2

:

Äèôôåðåíöèðóÿ èíòåãðàë (*), ïîëó÷èì

I 0(�) = �
Z 1

0

xe�x
2

sin�x dx:

Ýòî äåéñòâèå çàêîííîå, òàê êàê ïîñëåäíèé èíòåãðàë òîæå ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî(?).
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Äåéñòâèòåëüíî jxe�x2 sin�xj � xe�x
2

; à èíòåãðàë
R1
0

xe�x
2

dx = �e�x
2

2

���1
0

=
1

2
: Èíòå-

ãðàë, âûðàæàþùèé I 0(�); ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì. Òîãäà

I 0(�) = �
Z 1

0

xe�x
2

sin�x dx =

�����
u = sin�x du = � cos�x

dv = xe�x
2

dx v = �1

2
e�x

2

����� =

=
1

2
e�x

2

sin�x
���1
0
� �

2

Z 1

0

e�x
2

cos�x dx:

Âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ è ïðè x = 0; è ïðè x ! 1; à ïîñëåäíèé èíòå-

ãðàë åñòü ñíîâà I(�): Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ I 0(�) = ��

2
I(�); êîòîðîå

ïåðåïèøåì â âèäå

I 0(�)

I(�)
= (ln I(�))0 = ��

2
:

Èíòåãðèðóÿ, íàéäåì, ÷òî ln I(�) = ��2

4
+C:Ïðè � = 0 èíòåãðàë I(0) ðàâåí

p
�

2
; ïîýòîìó

C = ln

p
�

2
: Îêîí÷àòåëüíî ln I(�) = ��2

4
+ ln

p
�

2
è

I(�) =

p
�

2
e�

�
2

4 :

Ïðèìåð. Çàäàíà ôóíêöèÿ y(x) =
2�R
�

sin�x

�
d�. Èñïîëüçóÿ åå ïðîèçâîäíóþ, ïîñòðîèòü

ôðàãìåíò ãðàôèêà y(x) íà [�1; 1]:
Ðåøåíèå
Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ y0(x); ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëåéáíèöà. Ïîëó÷èì:

y0(x) =

2�Z
�

�
cos�x

�
d� =

2�Z
�

cos�x d� =
sin�x

x

���2��
�

=
sin 2�x� sin�x

x
:

Â òî÷êå x0 = 0 ýòî âûðàæåíèå äîîïðåäåëÿåì ïî íåïðåðûâíîñòè: y0(0) = �: ×òî, êñòàòè,
ïîëó÷àåòñÿ è ïðè àêêóðàòíîì âûïîëíåíèè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Òåïåðü ðåøàåì óðàâíåíèå sin 2�x� sin �x = 0: Ïîëó÷èì

sin 2�x� sin�x = 2 sin
3�

2
x � sin �

2
x:

Íà îòðåçêå [�1; 1] áóäåò äâà êîðíÿ �2

3
: ïåðâûé ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó,

à âòîðîé � ìàêñèìóìó.

Èíòåãðàë Ïóàññîíà
+1R
0

e�x
2

dx =

p
�

2

Èíòåãðàë Äèðèõëå
+1R
0

sinx

x
dx =

�

2

9



+1R
0

e��x
2

dx � > 0
1

2

r
�

a
+1R
0

x2e�x
2

dx
p
�

+1R
0

x2ne�x
2

dx n 2 N

p
�

4
+1R
0

sin 2x

x
dx

1 � 3 � 5(2n� 1)
p
�

2n
+1R
0

sin ax

x
dx

�

2
+1R
0

sin ax cos bx

x
dx a > 0 b > 0

�

2
+1R
0

sin2 x

x2
dx

�

4
+1R
0

sin3 x

x
dx

�

4
+1R
0

sin4 x

x2
dx

�

4
�

2R
0

ln sinx dx
�

2
ln 2

�R
0

x ln sinx dx ��2

2
ln 2

�

2R
0

x ctg x dx
�

2
ln 2

1R
0

arcsinx
x

dx
�

2
ln 2

1R
0

lnxp
1�x2 dx ��

2
ln 2
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