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1.2. Îïðåäåëèòåëè 2 è 3 ïîðÿäêîâ (áóäåò è îáùèé ñëó÷àé)

Ìàòðèöåé íàçûâàþò ïðÿìîóãîëüíóþ òàáëèöó ÷èñåë

0
BB@

a11 a12 : : : a1n
a21 a22 : : : a2n

: : :

am1 am2 : : : amn

1
CCA :

Ýòè ÷èñëà â ñîâîêóïíîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåêèé åäèíûé ñòðóêòóðèðîâàííûé îáú-
åêò. Îòäåëüíûå ÷èñëà íàçûâàþò ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ çàïèñè
ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå ai j, ãäå ïåðåìåííàÿ i îáîçíà÷àåò íîìåð
ñòðîêè ìàòðèöû, à ïåðåìåííàÿ j � íîìåð ñòîëáöà. Åñòåñòâåííî, ïðè çàïèñè êîíêðåòíîé
ìàòðèöû íîìåðîâ íå ïèøóò. Ýòî "àäðåñ"êàæäîãî ÷èñëà â ìàòðèöå. Ïîäðîáíîå èçó÷åíèå
ìàòðèö îñòàâèì íà "ïîòîì". Ñåé÷àñ íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé (÷èñ-
ëî ñòðîê è ñòîëáöîâ ñîâïàäàåò) ìàòðèöû.

Îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿäêà íàõîäèòñÿ ïî ïðàâèëó

���� a11 a12
a21 a22

���� = a11 � a22 � a12 � a21:

Îïðåäåëèòåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî-ðàçíîìó. Ïåðâûé ìåòîä íàçûâàþò
"ìåòîä òðåóãîëüíèêîâ"èëè áîëåå íàóêîîáðàçíî Ñàððþñà.

������
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

������ = a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23

� a31a22a13 � a21a12a33 � a32a23a11: (1)

Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ.

������
1 2 1
1 1 �1
2 3 0

������ = 0;

������
1 2 �1
1 1 1
2 3 0

������ = 0;

������
1 2 2
1 1 2
2 3 4

������ = 0;

������
1 2 1
1 1 �1
3 4 �1

������ = 0;

������
1 2 �1
1 1 1
3 4 1

������ = 0;

������
1 2 2
1 1 2
3 4 6

������ = 0:
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Ïåðåñòàíîâêà (ïîäñòàíîâêà) ýòî âçàèìíîîäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà f1; 2; : : : ; ng
â ñåáÿ. Îáû÷íàÿ çàïèñü: �

1 2 3 : : : n

i1 i2 i3 : : : in

�
�

Â ðåçóëüòàòå ïåðåñòàíîâêè óïîðÿäî÷åííîñòü ïî âîçðàñòàíèþ íàðóøàåòñÿ. Ïîÿâëÿþò-
ñÿ èíâåðñèè, ò.å. áîëüøèé íîìåð ñòîèò â çàïèñè ëåâåå ìåíüøåãî. Ìåðîé ýòîãî áåñïîðÿä-

êà ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî èíâåðñèé. Íàïðèìåð,

�
1 2 3 4 5
5 1 2 4 3

�
. Èíâåðñèè: (5; 1); (5; 2);

(5; 4); (5; 3); (4; 3). Âñåãî ïÿòü èíâåðñèé. ×åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòíî-
ñòüþ ÷èñëà èíâåðñèé.

Îïðåäåëèòåëü êâàäðàòíîé ìàòðèöû âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç åå ýëåìåíòû ïî ïðàâèëó

detA =

��������

a11 a12 : : : a1n
a21 a22 : : : a2n

: : :

an1 an2 : : : ann

��������
=

X
i1;i2;:::;in

(�1)Pa1i1a2i2 : : : anin:

Ïåðåìåííûå ñóììèðîâàíèÿ (i1; i2; i3; : : : ; in) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, ñîñòàâëÿþùèå âñå âîç-
ìîæíûå n! ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë (1; 2; 3; : : : ; n), Ð - ÷åòíîñòü ïåðåñòàíîâêè. Ìîæíî ëåãêî
óáåäèòüñÿ, ÷òî âûøåïðèâåäåííûå ôîðìóëû äëÿ n = 2; 3 ñîîòâåòñòâóþò îïðåäåëåíèþ.

Ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé.

� Òðàíñïîíèðîâàíèå: detA = detAT . Çàïèøåì îïðåäåëèòåëü òðàíñïîíèðîâàííîé ìà-
òðèöû. detAT =

P
i1;i2;:::;in

(�1)Pai11ai22 : : : ainn: Êàæäîå ñëàãàåìîå ñîäåðæèò ïðîèçâå-

äåíèå ýëåìåíòîâ ðàçíûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, ñëàãàåìûõ ñòîëüêî æå, ÷òî è â èñõîä-
íîé ñóììå � n!: Îñòàëîñü ñðàâíèòü çíàêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ. Ïåðåñòà-
âèì ñîìíîæèòåëè â ai11ai22ai33 : : : ainn òàê, ÷òîáû íîìåðà ñòðîê ñòîÿëè â âîñõîäÿùåì

ïîðÿäêå. Ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò ïîäñòàíîâêà

�
i1 i2 i3 : : : in
1 2 3 : : : n

�
. Ïðèäåòñÿ ëèêâè-

äèðîâàòü âñå èíâåðñèè â âåðõíåì ðÿäå, êàæäàÿ òðàíñïîçèöèÿ (ïåðåñòàíîâêà ïàðû)
ïîìåíÿåò ÷åòíîñòü êàê âåðõíåãî ðÿäà, òàê è íèæíåãî. Ïîýòîìó ÷åòíîñòü ðåçóëüòè-
ðóþùåé ïåðåñòàíîâêè íîìåðîâ ñòîëáöîâ áóäåò òà æå, ÷òî è ó èñõîäíîé � ñòðîê.
Çíà÷èò, è çíàê ñëàãàåìîãî áóäåò òîò æå. Èòàê, îáà îïðåäåëèòåëÿ ñîñòàâëåíû èç îä-
íèõ è òåõ æå ñëàãàåìûõ ñ îäèíàêîâûìè çíàêàìè, òî åñòü ðàâíû. Ìîæíî ïðåäëîæèòü

êîíêðåòíûé ïðèìåð ïåðåñòàíîâêè.

�
1 2 3 4
4 3 1 2

�
Èìååì ïÿòü èíâåðñèé. Îáðàòíàÿ

ïåðåñòàíîâêà:

�
4 3 1 2
1 2 3 4

�
. Ïåðåñòàâèì ïàðàìè ÷èñëà èç âåðõíåãî è íèæíåãî ðÿäîâ

òàê, ÷òîáû âåðõíèå ÷èñëà ñòîÿëè â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå. Ïîëó÷èì

�
1 2 3 4
3 4 2 1

�
.

Îïÿòü æå ïÿòü èíâåðñèé!

� Ïåðåñòàíîâêà ðÿäîâ. Ïîñêîëüêó ñòðîêè è ñòîëáöû ìîæíî ïðîèçâîëüíî ìåíÿòü, áóäåì
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èñïîëüçîâàòü òåðìèí ðÿä. Ïåðåñòàâèì â îïðåäåëèòåëå ñòðîêè ñ íîìåðàìè l è k > l.��������������

a11 a12 : : : a1n
: : : : : : : : : : : :

ak1 ak2 : : : akn
: : : : : : : : : : : :

al1 al2 : : : aln
: : : : : : : : : : : :

an1 an2 : : : ann

��������������

:

Ñðàâíèì äâà ñëàãàåìûõ, îäíî èç èñõîäíîãî îïðåäåëèòåëÿ, à âòîðîå èç ïîëó÷åííîãî
â ðåçóëüòàòå ïåðåñòàíîâêè ñòðîê.

a1i1a2i2 : : : alil : : : akik : : : anin è a1i1a2i2 : : : akil : : : alik : : : anin: Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íî-
ìåðîâ ñòðîê ïîÿâèëàñü îäíà èíâåðñèÿ. ×òîáû åå ëèêâèäèðîâàòü íóæíî ïåðåñòàâèòü
2s + 1 ïàðó ÷èñåë. Çäåñü s - êîëè÷åñòâî íîìåðîâ ìåæäó l è k. Çíà÷èò ïîäñòàíîâêà,
îïðåäåëÿþùàÿ çíàê ýòîãî ñëàãàåìîãî â èñõîäíîì îïðåäåëèòåëå, èìååò ïðîòèâîïîëîæ-
íóþ ÷åòíîñòü. Ýòî îòíîñèòñÿ ê êàæäîìó ñëàãàåìîìó, ïîýòîìó îïðåäåëèòåëü ñìåíèò
çíàê.

� Îäèíàêîâûå ðÿäû. Îïðåäåëèòåëü ñ îäèíàêîâûìè ðÿäàìè ðàâåí íóëþ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ
î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà.

� Íóëåâîé ðÿä Îïðåäåëèòåëü ñ íóëåâûì ðÿäîì ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó â êàæäîì ñëà-
ãàåìîì áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü ýëåìåíò ýòîãî ðÿäà.

� Óìíîæåíèå íà ÷èñëî. Îáùèé ìíîæèòåëü ýëåìåíòîâ ðÿäà ìîæíî âûíåñòè çà çíàê
îïðåäåëèòåëÿ (è îáðàòíî). Ñîâñåì ïðîñòî:

detA0 =

��������

a11 a12 : : : a1n
�a21 �a22 : : : �a2n

: : :

an1 an2 : : : ann

��������
=

X
i1;i2;:::;in

(�1)Pa1i1�a2i2 : : : anin =

= �
X

i1;i2;:::;in

(�1)Pa1i1a2i2 : : : anin = �

��������

a11 a12 : : : a1n
a21 a22 : : : a2n

: : :

an1 an2 : : : ann

��������
= � detA:

� Ïðîïîðöèîíàëüíûå ðÿäû. Åñëè äâà ðÿäà ïðîïîðöèîíàëüíû, òî îïðåäåëèòåëü ðàâåí
íóëþ. Ëåãêî.

� Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðÿäîâ

��������

a11 a12 : : : (b1l + c1l) : : : a1n
a21 a22 : : : (b2l + c2l) : : : a2n

: : :

an1 an2 : : : (bnl + cnl) : : : ann

��������
=

X
i1;i2;:::;in

(�1)Pa1i1a2i2 : : : (bkik + ckik) : : : anin =

=
X

i1;i2;:::;in

(�1)Pa1i1a2i2 : : : bkik : : : anin +
X

i1;i2;:::;in

(�1)Pa1i1a2i2 : : : ckik : : : anin =
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=

��������

a11 a12 : : : b1l : : : a1n
a21 a22 : : : b2l : : : a2n

: : :

an1 an2 : : : bnl : : : ann

��������
+

��������

a11 a12 : : : c1l : : : a1n
a21 a22 : : : c2l : : : a2n

: : :

an1 an2 : : : cnl : : : ann

��������
� Ðàñêðûòèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå èëè ñòîëáöó. Âû÷åðêíåì èç îïðåäåëèòåëÿ k-þ
ñòðîêó è j-é ñòîëáåö. îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû ñîñòàâëÿþò îïðåäåëèòåëü (n� 1)-ãî ïî-
ðÿäêà Mkj, íàçûâàåìûé ìèíîðîì. Âåëè÷èíà Akj = (�1)k+jMkj íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè-

÷åñêèì äîïîëíåíèåì ýëåìåíòà akj:

����������

a11 a12 : : : ja1 j : : : a1n
: : : : : : : : : ja2 j : : : : : :

��ak1 ��ak2 ��: : : ak j : : : ��akn
: : : : : : : : : j: : : : : : : : :

an1 an2 : : : jan j : : : ann

����������
:

Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

detA =
nX

k=1

aikAik =
nX

i=1

aikAik

� Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö. det(A � B) = detA detB. Ìîæíî
ïðåäëîæèòü ñëåäóþùåå äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ

det(A �B) =

��������������

nP
s1=1

a1s1bs11
nP

s1=1

a1s1bs12 : : :
nP

s1=1

a1s1bs1n

nP
s2=1

a2s2bs21
nP

s2=1

a2s2bs22 : : :
nP

s2=1

a2s2bs2n

: : :
nP

sn=1

ansnbsn1
nP

sn=1

ansnbsn2 : : :
nP

sn=1

ansnbsnn

��������������

=

=
nX

s1=1

nX
s2=1

� � �
nX

sn=1

a1s1a2s2 : : : ansn

��������

bs11 bs12 : : : bs1n
bs21 bs22 : : : bs2n

: : :

bsn1 bsn2 : : : bsnn

��������
=

= detB
X

i1;i2;:::;in

(�1)Pa1i1a2i2 : : : anin = detA detB:

Ïåðâîå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî â ñèëó ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñâîéñòâ � î ðàçëîæå-
íèè îïðåäåëèòåëÿ â ñóììó è î âûíåñåíèè îáùåãî ìíîæèòåëÿ ðÿäà. Ñî âòîðûì ÷óòü
ñëîæíåå. Îáðàòèì âíèìàíèå íà çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ñóììèðîâàíèÿ, ïðè ñîâïàäå-
íèè çíà÷åíèé õîòÿ áû îäíîé ïàðû ó îïðåäåëèòåëÿ ñ ýëåìåíòàìè bsij áóäóò ðàâíû
äâå ñòðîêè. Ôàêòè÷åñêè ñóììèðîâàíèå èäåò ïî ïåðåñòàíîâêàì s1; s2; : : : ; sn. Â êàæ-
äîì îïðåäåëèòåëå ñ ýëåìåíòàìè bsij áóäåì ïåðåñòàâëÿòü ñòðîêè ïðè êàæäîì íàáîðå
çíà÷åíèé s1; s2; : : : ; sn äî òåõ ïîð, ïîêà íå ëèêâèäèðóåì âñå èíâåðñèè � âîò è ïî-
ÿâèòñÿ îáùèé ìíîæèòåëü detB è çíàê, ó÷èòûâàþùèé ÷åòíîñòü ÷èñëà èíâåðñèé. Ñ
ïîñëåäíèì ðàâåíñòâîì âñå ïîíÿòíî.


