
7 Ìåòîä Ãàóññà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

1. Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà. ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ax = b; (2)

ãäå A � âåùåñòâåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n, à b � çàäàííûé è x - èñêî-
ìûé âåêòîðû. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A îòëè÷åí îò íóëÿ. Òîãäà
äëÿ êàæäîãî âåêòîðà b ñèñòåìà (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Çàïèøåì ñèñòåìó (2) â
ðàçâåðíóòîì âèäå

8>><
>>:

a11x1 + a12x2 + : : :+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + : : :+ a2nxn = b2

: : :

an1x1 + an2x2 + : : :+ annxn = bn

(3)

Ìåòîä Ãàóññà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3) ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì èñêëþ÷åíèè íåèçâåñò-
íûõ x1; x2; : : : ; xn èç ýòîé ñèñòåìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a11 6= 0: Ïîäåëèâ ïåðâîå óðàâíåíèå
íà a11, ïîëó÷èì

x1 + a
(1)
12 x2 + : : :+ a

(1)
1nxn = b

(1)
1 (4)

Ðàññìîòðèì òåïåðü îñòàâøèåñÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3):

ai1x1 + ai2x2 + : : :+ ainxn = bi; i = 2; 3; :::; n

Óìíîæèì (4) íà �ai1 è ïðèáàâèì ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ê i-ìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (3)
, i = 2; :::; n: Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

8>>>>><
>>>>>:

x1 + a
(1)
12 x2 + : : :+ a

(1)
1nxn = b

(1)
1

a
(1)
22 x2 + : : :+ a

(1)
2n xn = b

(1)
2

a
(1)
32 x2 + : : :+ a

(1)
3n xn = b

(1)
3

: : :

a
(1)
n2 x2 + : : :+ a

(1)
nnxn = b

(1)
n

(5)

Çäåñü îáîçíà÷åíî a
(1)
ij = aij � ai1 �

a1j

a11
; b

(1)
i = bi �

b1

a11
� ai1. Ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàííîé

ñèñòåìû (5), ðàâíîñèëüíîé èñõîäíîé, èìååò âèä

A
(1) =

0
BBB@

1 a
(1)
12 : : : a

(1)
1n

0 a22 : : : a
(1)
2n

: : :

0 a
(1)
n2 : : : a

(1)
nn

1
CCCA (6)



Òåì ñàìûì ìû îñóùåñòâèëè ïåðâûé øàã ìåòîäà Ãàóññà. Åñëè a
(1)
22 6= 0, òî èç ñèñòåìû

(5) ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî èñêëþ÷èòü íåèçâåñòíîå x2 è ïðèéòè ê ñèñòåìå, ýêâèâà-
ëåíòíîé (3) è èìåþùåé ìàòðèöó ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû:0
BBBBBB@

1 � � : : : �

0 1 � : : : �

0 0 � : : : �

0 0 � : : : �

: : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 � : : : �
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ãäå êðåñòèêàìè îáîçíà÷åíû íåíóëåâûå ýëåìåíòû.

Èñêëþ÷àÿ òàêèì æå îáðàçîì è îñòàëüíûå íåèçâåñòíûå x3; x4; : : : ; xn, ïîëó÷àåì "óñå-
÷åííóþ" ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

x1 + a
(1)
12 x2 + a

(1)
13 x3 + : : :+ a

(1)
1n�1xn�1 + a

(1)
1nxn = b

(1)
1

x2 + a
(2)
13 x3 + : : :+ a

(2)
1n�1xn�1 + a

(3)
2nxn = b

(2)
2

x3 + : : :+ a
(3)
1n�1xn�1 + a

(3)
3nxn = b

(3)
3

: : :

xn�1 + a
(n�2)
nn xn = b

(n�2)
n

xn = b
(n�1)
n

(7)

Ìàòðèöà ñèñòåìû (7) ñîäåðæèò íóëè âñþäó íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ìàòðèöû òàêîãî
âèäà íàçûâàþòñÿ âåðõíèìè òðåóãîëüíûìè ìàòðèöàìè. Íèæíåé òðåóãîëüíîé íàçûâàåò-
ñÿ òàêàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé ðàâíû íóëþ âñå ýëåìåíòû, ðàñïîëîæåííûå âûøå ãëàâíîé
äèàãîíàëè.

Âåðõíÿÿ (à) è íèæíÿÿ (á)
òðåóãîëüíûå ìàòðèöû:

à)

0
BBBBBB@

� � � : : : �

0 � � : : : �

0 0 � : : : �

0 0 0 : : : �

: : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : �
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CCCCCCA

á)

0
BBBBBB@

� 0 0 0 : : : 0
� � 0 0 : : : 0
� � � 0 : : : 0
� � � � : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : :

� � � � : : : �
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Ïîëó÷åíèå ñèñòåìû (7) ñîñòàâëÿåò ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà. Îáðàòíûì õîäîì ïî-
ñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ xn, íàõîäÿòñÿ íåèçâåñòíûå xn�1; xn�2; : : : ; x1

Äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäà Ãàóññà íåò íåîáõîäèìîñòè ïåðåïèñûâàòü ñàìè óðàâíåíèÿ. Äî-
ñòàòî÷íî ðàáîòàòü ñ ìàòðèöåé ñèñòåìû. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèö ïðîìå-
æóòî÷íûõ ñèñòåì íàçûâàþò ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Ïåðå÷èñëèì èõ: à) óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ ñòðîêè íà ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ; á)ïåðåñòàíîâêà
ñòðîê ìàòðèöû; â) ïîýëåìåíòíîå ïðèáàâëåíèå ê ñòðîêå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ äðóãîé
ñòðîêè, óìíîæåííûõ íà ÷èñëî.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðåñòàíîâêà ñòðîê â íàøåì ñëó÷àå íå ïðîâîäèëàñü. Íåîáõîäèìîñòü â
ïåðåñòàíîâêå ñòðîê âîçíèêàåò, åñëè íà î÷åðåäíîì øàãå ïðÿìîãî õîäà ìåòîäà Ãàóññà ïîëó-
÷àåì ajj = 0. Åñëè â äàííîé êîëîíêå îòñóòñòâóþò (ðàâíû íóëþ) îñòàëüíûå ýëåìåíòû íèæå
ãëàâíîé äèàãîíàëè, òî äàííûé øàã ìîæíî ïðîïóñòèòü. Åñëè æå íåêîòîðûé aij 6= 0 (i > j),
òî ñòðîêè ñ íîìåðàìè i è j ïåðåñòàâëÿþò.



7.1 Ñâÿçü ìåòîäà Ãàóññà ñ ðàçëîæåíèåì ìàòðèöû íà ìíîæèòåëè.

LU ðàçëîæåíèå

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä Ãàóññà ïðåîáðàçóåò èñõîäíóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé

AX = B (8)

â ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó

UX = Y; (9)

ãäå U - âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ñ åäèíèöàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè.
Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû âûïîëíèì ïðÿìîé õîä ìåòîäà Ãàóññà íåìíîãî èíà÷å. Âî-

ïåðâûõ, îãðàíè÷èìñÿ ìàòðèöàìè A : detA 6= 0 è íå ðàâíûìè íóëþ óãëîâûìè ìèíîðàìè.
Âî-âòîðûõ, íå áóäåì âûïîëíÿòü äåëåíèå ýëåìåíòîâ ñòðîê íà äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïðè
ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ. Ò.å. íà äèàãîíàëè âåðõíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöû U áóäóò
ñòîÿòü ïðèçâîëüíûå, íå ðàâíûå íóëþ ÷èñëà.

"Îáíóëåíèå" ïåðâîãî ñòîëáöà ìàòðèöû A ìîæíî ïðîèçâåñòè, óìíîæàÿ åå ñëåâà íà ìà-
òðèöó L1:

L1 =

0
BBBBBBBB@

1 0 0 : : : 0

�
a21

a11
1 0 : : : 0

�
a31

a11
0 1 : : : 0

: : : : : : : : : : : : : :

�
an1

a11
0 0 : : : 1

1
CCCCCCCCA

Ïðîâåðèì

0
BBBBBBBB@

1 0 0 : : : 0

�
a21

a11
1 0 : : : 0

�
a31

a11
0 1 : : : 0

: : : : : : : : : : : : : :

�
an1

a11
0 0 : : : 1

1
CCCCCCCCA
�

0
BBBB@

a11 a12 : : : a1n
a21 a22 : : : a2n
a31 a32 : : : a3n
: : : : : : : : : : : : :

an1 an2 : : : ann

1
CCCCA

ßñíî, ÷òî ïåðâàÿ ñòðîêà îñòàíåòñÿ íåèçìåííîé. Âòîðàÿ ïðåîáðàçóåòñÿ òàê:�
�
a21

a11
� a11 + a21 �

a21

a11
� a12 + a22 : : : �

a21

a11
� a1n + a2n

�
=
�
0 a

(1)
22 : : : a

(1)
2n

�
Òðåòüÿ ñòðîêà:�
�
a31

a11
� a11 + a31 �

a31

a11
� a12 + a32 : : : �

a31

a11
� a1n + a3n

�
=
�
0 a

(1)
32 : : : a

(1)
3n

�
Òàêæå è îñòàëüíûå ñòðîêè. Ìàòðèöà ïðîèçâåäåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì âûïîëíå-

íèÿ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïî "îáíóëåíèþ" ïåðâîãî ñòîëáöà.



A1 =

0
BBBBB@

a11 a12 : : : a1n

0 a
(1)
22 : : : a

(1)
2n

0 a
(1)
32 : : : a

(1)
3n

: : : : : : : : : : : : :

0 a
(1)
n2 : : : a

(1)
nn

1
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"Îáíóëåíèå" âòîðîãî ñòîëáöà íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè ïðîèçâîäèòñÿ óìíîæåíèåì ìà-
òðèöû A1 ñëåâà íà ìàòðèöó L2:

L2 =

0
BBBBBBBBB@

1 0 0 : : : 0
0 1 0 : : : 0

0 �
a
(1)
32

a
(1)
22

1 : : : 0

: : : : : : : : : : : : : :

0 �
a
(1)
n2

a
(1)
22

0 : : : 1

1
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:

Ïîëó÷èì

L2 �A1 = A2 =

0
BBBBB@

a11 a12 a13 : : : a1n

0 a
(1)
22 a

(1)
23 : : : a

(1)
2n

0 0 a
(2)
33 : : : a

(2)
3n

: : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 a
(2)
n3 : : : a

(2)
nn
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Ïðîäåëûâàåì àíàëîãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå äî òåõ ïîð, ïîêà î÷åðåäíàÿ ìàòðèöà-ïðîèçâåäåíèå
íå ñòàíåò âåðõíåé òðåóãîëüíîé.

Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò â âèäå ìàòðè÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ òàêîé

Ln�1Ln�2 : : :L2L1| {z }
îáîçíà÷èì L�1

A = U: (10)

Ðàçðåøèì (10) îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû A, óìíîæèâ ñëåâà íà L.

7.1.1 Ñâîéñòâà òðåóãîëüíûõ ìàòðèö

Ìíîæåñòâî òðåóãîëüíûõ ìàòðèö îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè(âåðõíèõ èëè íèæíèõ)çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Äëÿ ñëîæåíèÿ ýòî î÷åâèäíî. Ïîêàæåì, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå äâóõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö åñòü òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà.

Ïåðåìíîæèì äâå âåðõíèå òðåóãîëüíûå ìàòðèöû:

aij = bij = 0; i > j;

k=nX
k=1

aikbkj =

k=jX
k=i

aikbkj 6= 0; i � j:



Ïîëó÷åííîå ïðîèçâåäåíèå � òàêæå âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà. Àíàëîãè÷íûì ñâîé-
ñòâîì îáëàäàåò è ïðîèçâåäåíèå íèæíèõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö.

Îïðåäåëèòåëü òðåóãîëüíîé ìàòðèöû ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

detA =
X

(�1)Pa1i1a2i2a3i3 : : : anin (11)

Ñóììà â (11) ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì èíäåêñîâ

�
1 2 3 : : : n

i1 i2 i3 : : : in

�
. Äëÿ

òðåóãîëüíîé ìàòðèöû òîëüêî íà÷àëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà ìîæåò äàâàòü íåíóëåâîé âêëàä â
ñóììó. Ýòî ïðîèçâåäåíèå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Äîñòàòî÷íî ïåðåñòàâèòü õîòÿ áû ïàðó
èíäåêñîâ è ïîÿâèòñÿ íóëåâîé ñîìíîæèòåëü, ïîýòîìó âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ðàâíû íóëþ.
detA =

Q
i=1 aii:

Íàçîâåì ìàòðèöó Lj ýëåìåíòàðíîé íèæíåé òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé, åñëè îíà èìååò
ñëåäóþùèé âèä

Lj =

0
BBBBBBBBBBBB@

1 0 0 : : : 0 : : : 0
0 1 0 : : : 0 : : : 0
0 0 1 : : : 0 : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : 1 : : : 0
0 0 0 : : : lj+1j : : : 0
0 0 0 : : : lj+2j : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : lnj : : : 1

1
CCCCCCCCCCCCA

Íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìîãóò íàõîäèòüñÿ ëèøü â îäíîì j-îì ñòîëáöå íèæå ãëàâíîé äèà-
ãîíàëè. Íà ãëàâíîé æå äèàãîíàëè ñòîÿò åäèíè÷êè. Çàìåòèì, ÷òî èìåííî òàêèå ìàòðèöû
ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàðíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì ïî "îáíóëåíèþ" j-ãî ñòîëáöà â ïðÿìîì
õîäå ìåòîäà Ãàóññà.

Íàéäåì îáðàòíóþ ìàòðèöó L�1j . Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ ÷òî îíà ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé çíàêà
ýëåìåíòîâ lij: Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåìíîæèì ìàòðèöû

0
BBBBBBBBBBBB@

1 0 0 : : : 0 : : : 0
0 1 0 : : : 0 : : : 0
0 0 1 : : : 0 : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : 1 : : : 0
0 0 0 : : : lj+1j : : : 0
0 0 0 : : : lj+2j : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : lnj : : : 1

1
CCCCCCCCCCCCA

�

0
BBBBBBBBBBBB@

1 0 0 : : : 0 : : : 0
0 1 0 : : : 0 : : : 0
0 0 1 : : : 0 : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : 1 : : : 0
0 0 0 : : : �lj+1j : : : 0
0 0 0 : : : �lj+2j : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : �lnj : : : 1

1
CCCCCCCCCCCCA

:

Óìíîæàÿ ñòðîêè ïåðâîé ìàòðèöû íà ëþáîé ñòîëáåö âòîðîé ìàòðèöû êðîìå j-ãî, áó-
äåì ïîëó÷àòü ýëåìåíòû åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå óìíîæåíèå ñòðîê ñ
íîìåðàìè j + k � j íà j-é ñòîëáåö âòîðîé ìàòðèöû.



# j+k

ñòðîêà j+k
�
0 : : : 0 lj+kj 0 : : : 1 0 : : : 0

�
ñòîëáåö j

�
0 : : : 0 1 �lj+1j : : : �lj+kj �lj+k+1j : : : �lnj

�
Ïåðåíîæàåì ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû, ïîëó÷èì lj+kj� lj+kj = 0: Èòàê, ïðîèçâåäåíèå

äâóõ ìàòðèö ðàâíî åäèíè÷íîé, çíà÷èò îíè âçàèìíî îáðàòíûå.
À òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòàðíûõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö ñ ðàçíûìè íî-

ìåðàìè íåíóëåâûõ ñòîëáöîâ.

Lj � Lk =

0
BBBBBBBBBBBB@

1 0 0 : : : 0 : : : 0
0 1 0 : : : 0 : : : 0
0 0 1 : : : 0 : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : 1 : : : 0
0 0 0 : : : lj+1j : : : 0
0 0 0 : : : lj+2j : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : lnj : : : 1
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�

0
BBBBBBBBBBBB@

1 0 0 : : : 0 : : : 0
0 1 0 : : : 0 : : : 0
0 0 1 : : : 0 : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : 1 : : : 0
0 0 0 : : : lk+1k : : : 0
0 0 0 : : : lk+2k : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : lnk : : : 1

1
CCCCCCCCCCCCA

:

Ðåçóëüòàò ïåðåìíîæåíèÿ òàêèõ ìàòðèö óäîáíåå àíàëèçèðîâàòü, åñëè ïðåäñòàâèòü êàæ-
äóþ ìàòðèöó â âèäå ñóììû åäèíè÷íîé è "ñòîëá÷àòîé".

Lj = E+ L
0

j =

=

0
BBBBBBBBBBBB@

1 0 0 : : : 0 : : : 0
0 1 0 : : : 0 : : : 0
0 0 1 : : : 0 : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : 1 : : : 0
0 0 0 : : : 0 : : : 0
0 0 0 : : : 0 : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : 0 : : : 1
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+

0
BBBBBBBBBBBB@

0 0 0 : : : 0 : : : 0
0 0 0 : : : 0 : : : 0
0 0 0 : : : 0 : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : 0 : : : 0
0 0 0 : : : lj+1j : : : 0
0 0 0 : : : lj+2j : : : 0
: : : : : : : : : : : : : : : : : : :

0 0 0 : : : lnj : : : 0

1
CCCCCCCCCCCCA

:

Ïåðåìíîæèì äâå òàêèõ ñóììû.

Lj + Lk = (E+ L
0

j)(E+ L
0

k) = E+ L
0

j + L
0

k + L
0

jL
0

k:

Ïîäðîáíî ðàññìîòðèì òîëüêî ïåðåìíîæåíèå "ñòîëá÷àòûõ" ìàòðèö. Ðåçóëüòàò ñóùå-
ñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, êàê â ïðîèçâåäåíèè ñòîÿò ìàòðèöû. Åñëè ëåâàÿ èìååò áîëåå
"äëèííûé" ñòîëáèê(èëè ðàâíûé), òî ïðîèçâåäåíèå � íóëåâàÿ ìàòðèöà. Åñëè íàîáîðîò, òî
ìîæåò îêàçàòüñÿ è íåíóëåâîé ýëåìåíò.

Ïóñòü j < k, j-ûé ñòîëáèê äëèííåå, ÷åì k-ûé, ãëàâíàÿ äèàãîíàëü èäåò ñëåâà íàïðàâî è
ñâåðõó âíèç . Òîãäà ñòðîêè ïåðâîé ìàòðèöû L

0

j ñ íîìåðàìè � j � íóëåâûå. Ñîîòâåòñòâåííî
è ó ïðîèçâåäåíèÿ ñòðîêè ñ ýòèìè íîìåðàìè áóäóò íóëåâûìè. Âîçüìåì ñòðîêó ñ íîìåðîì
j + m; m > 0. Âñå ýòè ñòðîêè ñîäåðæàò íåíóëåâîé ýëåìåíò òîëüêî â j-îì ñòîëáöå. Ïðè
óìíîæåíèè íà k-ûé ñòîëáåö ìàòðèöû L

0

k ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè
òàêîâî, ÷òî ïîëó÷èòñÿ íîëü. Âåäü k > j, à íåíóëåâûå ýëåìåíòû áóäóò òîëüêî íèæå ãëàâíîé
äèàãîíàëè, ò.å. lk+1k.



# j # k
ñòðîêà j+m 0 0 : : : � 0 0 0
ñòîëáåö k 0 0 : : : 0 0 0 0 � : : : � �

Èòàê, ïðîèçâåäåíèå äâóõ ýëåìåíòàðíûõ òðåóãîëüíûõ ìàòðèö Lj +Lk, ïðè óñëîâèè j �

k, áóäåò òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé ñ åäèíè÷êàìè íà ãëàâíîé äèàãîíàëè è äâóìÿ ñòîëáöàìè,
"âçÿòûìè" ó ýëåìåíòàðíûõ ìàòðèö.

Åñëè æå ìàòðèöû â ïðèçâåäåíèè ïåðåñòàâèòü, òî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî â ïðîèçâåäåíèè
ýëåìåíò ajk 6= 0:

# k

ñòîëáåö k
�
0 : : : 0 0 � : : : � � : : : �

�
ñòðîêà j+m

�
0 : : : 0 0 0 : : : � 0 : : : 0

�
Âåðíåìñÿ ê LU ðàçëîæåíèþ. Ðàññìîòðèì êâàäðàòíóþ ìàòðèöó A. Ïóñòü îïðåäåëèòåëü

A è âñå åå ãëàâíûå ìèíîðû áóäóò îòëè÷íû îò íóëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî

A = LU:

Çäåñü ìàòðèöà L � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ, íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñòîÿò åäèíè÷êè, à íåíó-
ëåâûå ýëåìåíòû òîëüêî íèæå ãëàâíîé äèàãîíàëè. Ìàòðèöà B � âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ.

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû A, ýêâèâàëåíòíûå
ïðÿìîìó õîäó ìåòîäà Ãàóññà, ìîæíî çàìåíèòü ïîñëåäîâàòåëüíûì óìíîæåíèåì íà ìàòðèöû
Lj(10). Ïðè÷åì äëèíà ñòîëáöîâ â Ln�1Ln�2 : : :L2L1 = L

�1 ðàñòåò ñëåâà íàïðàâî, ïîñêîëüêó
ñíà÷àëà îáíóëÿÿëè ïåðâûé ñòîëáåö, çàòåì � âòîðîé è ò.ä.

Ðàçðåøèì (10) îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû A, óìíîæèâ ñëåâà íà L. Íàõîæäåíèå îáðàòíîé
ìàòðèöû â äàííîì ñëó÷àå î÷åíü ïðîñòî. Çàìåòèì, ÷òî

L = (Ln�1Ln�2 : : :L2L1)
�1 = L�11 L

�1
2 : : :L�1n�2L

�1
n�1:

Îáðàòíûå ìàòðèöû íàõîäÿòñÿ ïðîñòîé ñìåíîé çíàêà, êðîìå òîãî, â íîâîì ïðîèçâåäåíèè
äëèíà ñòîëáöîâ ñëåâà íàïðàâî óìåíüøàåòñÿ. Èòàê, ìàòðèöà L � íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ, íà
äèàãîíàëè ñòîÿò åäèíè÷êè, à ñòîëáöû ñîñòîÿò èç êîýôôèöèåíòîâ ïðÿìîãî õîäà ìåòîäà
Ãàóññà ñ ïåðåñòàâëåííûìè çíàêàìè.

L =

0
BBBBBBBBBBB@

1 0 0 : : : 0
a21

a11
1 0 : : : 0

a31

a11

a
(1)
32

a
(1)
22

1 : : : 0

: : : : : : : : : : : : : : : : :

an1

a11

a
(1)
n2

a
(1)
22

a
(2)
n3

a
(2)
33

: : : 1
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Ïîñëå âûïîëíåíèÿ LU ðàçëîæåíèÿ èñõîäíîé ìàòðèöû (8), ðåøåíèå ñèñòåìû ñâîäèòñÿ
ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ äâóõ ñèñòåì

LB = Y; UX = Y:


