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1.. Òåìà1. Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ

1.1.. Ñòîõàñòè÷íîñòü íàøåãî ìèðà

Îêðóæàþùèé íàñ ìèð ìíîãîîáðàçåí è ñëîæåí. ×åëîâå÷åñòâî çàíèìàåòñÿ
åãî èçó÷åíèåì ñòîëüêî âðåìåíè, ñêîëüêî îíî ñóùåñòâóåò. Îñíîâîé íàøèõ çíà-
íèé âñåãäà áûëî íàáëþäåíèå, âûäåëåíèå êàêèõ-òî ïîâòîðÿþùèõñÿ ïðè îäíèõ
è òåõ æå óñëîâèÿõ ñîáûòèé. Ïîýòîìó îäíîé èç äðåâíåéøèõ íàóê ÿâëÿåòñÿ
àñòðîíîìèÿ. Ñíà÷àëà ëþäè çàìå÷àëè è îïèñûâàëè òî, ÷òî îíè íàáëþäàëè �
ñìåíó äíÿ è íî÷è, âðåìåí ãîäà, à çàòåì ïûòàëèñü äàòü ýòîìó îáúÿñíåíèå. Íå
âñåãäà òî, ÷òî âèäèò íàáëþäàòåëü ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîìó ïîëîæå-
íèþ âåùåé. Òàê ñóòî÷íîå âðàùåíèå Çåìëè (à ìû âèäèì äâèæåíèå Ñîëíöà ïî
íåáîñâîäó!) äàëåêî íå ñðàçó ñòàëî íàó÷íûì ôàêòîì, ïðè÷åì ôàêòîì îáùåèç-
âåñòíûì. Êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ñòàëà íàñòîÿùåé íàóêîé áëàãîäàðÿ ãåíèþ
Íüþòîíà, ñôîðìóëèðîâàâøåìó ñâîè çíàìåíèòûå òðè çàêîíà, ïðè÷åì îòíþäü
íå î÷åâèäíûå.

Æèçíåííûé îïûò, ñêàæåì, ãîâîðèò î òîì, ÷òî äâèãàòü, ïåðåìåùàòü ïðåä-
ìåòû ìîæíî òîëüêî ïðèêëàäûâàÿ îïðåäåëåííûå óñèëèÿ. È ëèøü àíàëèç ìíî-
ãî÷èñëåííûõ íàáëþäåíèé çà äâèæåíèåì ðåàëüíûõ òåë ïîçâîëèë ñôîðìóëèðî-
âàòü ïåðâûé çàêîí ìåõàíèêè, ïî êîòîðîìó äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ
íå òðåáóåò íèêàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Ñîâðåìåííàÿ ìåõàíèêà � ýòî íàóêà, ïîçâî-
ëÿþùàÿ íå òîëüêî ïîíèìàòü çàêîíîìåðíîñòè äâèæåíèÿ ôèçè÷åñêèõ òåë, íî
è ïðåäñêàçûâàòü íà ìíîãèå ãîäû è ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ òðàåêòîðèè ïëàíåò
è èñêóññòâåííûõ êîñìè÷åñêèõ àïïàðàòîâ.

Íà ýòîì ïðèìåðå ìû âèäèì, ÷òî íàó÷íûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ íåêîåãî
ïðèðîäíîãî ÿâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âûäåëåíèè íàèáîëåå ñóùåñòâåííûõ åãî
ñâîéñòâ â ïðåíåáðåæåíèè ìåíåå âàæíûìè.

Ïðàêòè÷åñêè âñå ñîâðåìåííûå èññëåäîâàíèÿ ïðèðîäû ïðîâîäÿòñÿ â âèäå
ýêñïåðèìåíòîâ, ò. å. èçó÷àåìûé îáúåêò èëè ÿâëåíèå íàáëþäàåòñÿ â ñïåöè-
àëüíî îðãàíèçîâàííûõ óñëîâèÿõ. Çàêîíîìåðíîñòü áóäåò ñ÷èòàòüñÿ èìåþùåé
ìåñòî, åñëè ïðè îäíèõ è òåõ æå óñëîâèÿõ áóäåò ðåãèñòðèðîâàòüñÿ îäèí è òî
æå ðåçóëüòàò.

Ïîçíàíèå ÷åëîâåêîì îêðóæàþùåãî åãî ìèðà íà÷àëîñü ñ îáíàðóæåíèÿ ýì-
ïèðè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé � åñëè ìû íàáëþäàåì íåêîòîðîå ñîáûòèå À, òî
÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ ïðîèçîéäåò ñîáûòèå Â. Â äàëüíåéøåì íà îñíîâàíèè òà-
êèå íàáëþäåíèé ñôîðìèðîâàëîñü òàêèå åñòåñòâåííûå íàóêè êàê àñòðîíîìèÿ,
ôèçèêà, õèìèÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü ðàçâèòèå ýòèõ íàóê ïðåäîñòàâèëî ìàòåìàòèêå
ðàçëè÷íûå àáñòðàêòíûå ïîíÿòèÿ è ìîäåëè, à òàêæå è îñíîâíîé èññëåäîâàòåëü-
ñêèé ìåòîä � ëîãè÷åñêîå ðàññóæäåíèå. Â êëàññè÷åñêîé ëîãèêå ïðèìåíÿåòñÿ
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÷åòêàÿ öåïî÷êà: ïðè÷èíà ⇒ ñëåäñòâèå.
×åì ëó÷øå ó÷åíûå ïîíèìàëè è ïîñòèãàëè çàêîíîìåðíîñòè îêðóæàþùåãî

ìèðà, òåì áîëüøåå óäèâëåíèå âûçûâàëè òàêèå ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ïðè èäåí-
òè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ðåçóëüòàò ïðåäñêàçàòü áûëî ñîâåðøåííî íåâîç-

ìîæíî. Àðõåîëîãè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäìåòa, êî-
òîðûé ìû òåïåðü íàçûâàåì èãðàëüíîé êîñòüþ, áûë èçâåñòåí ìíîãèì íàðîäàì
òûñÿ÷è ëåò íàçàä. Íåáîëüøèõ ðàçìåðîâ êóáèê èç î÷åíü ëåãêîãî ìàòåðèàëà è
ñî ñêðóãëåííûìè ðåáðàìè î÷åíü íåóñòîé÷èâ. Åñëè åãî ïîäáðîñèòü, òî íà÷àëü-
íîå ïîëîæåíèå áûñòðî ¾çàáûâàåòñÿ¿ � óâåðåííî ïðåäñêàçàòü êàêàÿ èìåííî
èç ãðàíåé îêàæåòñÿ âåðõíåé ïîñëå îñòàíîâêè äâèæåíèÿ íåâîçìîæíî. Òàêæå
íåïðåäñêàçóåì ðåçóëüòàò ïàäåíèÿ ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîäáðîøåííîé ìî-
íåòêè � òàê äàæå â ôóòáîëå ðàñïðåäåëåíèå âîðîò ìåæäó êîìàíäàìè îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ.

Îäíî èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (ñîêð. ÒÂ) � ñëó÷àéíîå
ñîáûòèå. Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé áóäåì â äàëüíåéøåì ðàçëè÷àòü óïî-
òðåáëåíèå ýòîãî ñëîâîñî÷åòàíèÿ â øèðîêîì ñìûñëå, ò. å. ïðèìåíèòåëüíî ê ðå-
àëüíûì ñîáûòèÿì, ñîáûòèÿì, êîòîðûå ìîæíî íàáëþäàòü, êîòîðûå ïðîèñõî-
äÿò ñ ðåàëüíûìè îáúåêòàìè îêðóæàþùåãî íàñ ìèðà, è â óçêîì ñìûñëå � êàê
àáñòðàêòíîãî ïîíÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè. Ñëó÷àéíîñòü ðåàëüíîãî ñîáû-
òèÿ ïîäðàçóìåâàåò íåêîòîðóþ íåîïðåäåëåííîñòü ðåçóëüòàòà íàáëþäåíèÿ ïðè
îäíèõ è òåõ æå íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Êàê èíîãäà ãîâîðÿò, ñëó÷àéíîå ñîáûòèå
ìîæåò ïðîèçîéòè èëè íå ïðîèçîéòè. Ðàçáåðåìñÿ ñ ýòèì ïîíÿòèåì ïîäðîáíåå,
à çàòåì ïåðåéäåì è ê ìàòåìàòè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè.

1.2.. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

Íà÷àëà ÒÂ ñâÿçàíû ñ èçó÷åíèåì çàêîíîìåðíîñòåé àçàðòíûõ èãð: êîñòè,
êàðòî÷íûå èãðû, ðóëåòêà, ðàçëè÷íûå ëîòåðåè. Ó âñåõ àçàðòíûõ èãð èìååòñÿ
îáùåå: ïåðâûé ýòàï (âûáðàñûâàíèå êîñòåé èç ñòàêàí÷èêà, òàñîâàíèå è ñäà-
÷à êàðò, çàïóñê êîëåñà ðóëåòêè...), êîòîðûé åäèíîîáðàçíî ïîâòîðÿåòñÿ ìíîãî
ðàç, è âòîðîé ýòàï � ïîäñ÷åò âûïàâøèõ íà êîñòÿõ î÷êîâ, ñîñòàâ ïîëó÷åííîãî
ïðè ñäà÷å íàáîðà êàðò, ìåñòî íà ðóëåòî÷íîì êîëåñå, íà êîòîðîì îñòàíîâèëñÿ
øàðèê... Âåñü èíòåðåñ êàê ðàç â òîì, ÷òî ïðåäñêàçàòü çàðàíåå, ÷òî ïîëó÷èòñÿ
íà âòîðîì ýòàïå íåâîçìîæíî. Êàê ãîâîðèòñÿ, ðåçóëüòàò ñëó÷àåí.

Ââåäåì àáñòðàêòíóþ ìîäåëü, îáúåäèíÿþùóþ îñíîâíûå õàðàêòåðíûå îñî-
áåííîñòè àçàðòíûõ èãð � ýêñïåðèìåíò ñî ñëó÷àéíûì èñõîäîì (ñîêð. ÝÑÈ).
Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ýòîé ìîäåëè, ïåðâàÿ ÷àñòü � èñïûòàíèå. Îíà
îòîáðàæàåò óñëîâèÿ, ïðàâèëà ïðîâåäåíèÿ èãðû. Âòîðàÿ � ñîäåðæèò âñå âîç-
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ìîæíûå èñõîäû, ñîñòàâ åå òàêæå îò÷àñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâèëàìè èãðû. Åñëè
èãðîê õî÷åò ðàçîáðàòüñÿ ñ ïðàâèëàìè ïîäðîáíåå, ïîïûòàòüñÿ âûÿâèòü êàêèå-
òî çàêîíîìåðíîñòè, òî åìó ïðèäåòñÿ óòî÷íèòü ÷òî èìåííî ëó÷øå ñ÷èòàòü èñ-
õîäîì.

Ýêñïåðèìåíò ìîæåò ïðîâîäèòü ñàì íàáëþäàòåëü, âûáðàñûâàÿ, íàïðèìåð,
èãðàëüíûé êóáèê. Ìîæåò áûòü è ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûé ìåõàíèçì îðãàíè-
çàöèè ýêñïåðèìåíòà, òàêîé êàê "Ñïîðòëîòî" èëè äðóãàÿ ëîòåðåÿ. Íàêîíåö,
ýòî ìîæåò áûòü è íåêèé åñòåñòâåííûé ïðîöåññ, ïðîèñõîäÿùèé áåçî âñÿêîãî
âìåøàòåëüñòâà ÷åëîâåêà. Îòìåòèì ñðàçó ýëåìåíò èäåàëèçàöèè, èìåþùèé ìå-
ñòî óæå íà íà÷àëüíîì ýòàïå èçó÷åíèÿ ðåàëüíîãî ñëó÷àéíîãî ÿâëåíèÿ. Ìû íå
ïûòàåìñÿ îòñëåæèâàòü âðåìåíí�óþ ýâîëþöèþ îáúåêòà, ò. å. èçìåíåíèå åãî ñî-
ñòîÿíèÿ ñî âðåìåíåì, ñ÷èòàåì, ÷òî îíî, ýòî èçìåíåíèå, ïðîèñõîäèò ìãíîâåííî.

Âðåìÿ ëèøü âûäåëÿåò äâà ýòàïà ýêñïåðèìåíòà, åñòåñòâåííûì îáðàçîì óïî-
ðÿäî÷èâàÿ èõ. Ýòî èñïûòàíèå, âêëþ÷àþùåå â ñåáÿ èñõîäíîå ñîñòîÿíèå îáú-
åêòà è âîçäåéñòâèå, è ðåçóëüòàò, íàçûâàåìûé èñõîäîì (ñì.ðèñ. 1).

Ñëó÷àéÈñïûòàíèå
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Èñõîä 2

Èñõîä 3

. . .

Èñõîä n

Ðèñ. 1. Ñõåìà ýêñïåðèìåíòà ñî ñëó÷àéíûì èñõîäîì

Âîçìîæíîñòü ìíîãîêðàòíîãî, õîòÿ áû â ïðèíöèïå, ïîâòîðåíèÿ óñëîâèé íà-
øåãî ýêñïåðèìåíòà î÷åíü ñóùåñòâåííà è áóäåò ïîäðîáíî îáñóæäàòüñÿ íèæå.
Òàêîå ðåàëüíîå ñîáûòèå íàçûâàþò ìàññîâûì. Ïðèìåðîâ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé
ìîæíî ïðèâåñòè î÷åíü ìíîãî. Ñëó÷àéíûì ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàò âûáðàñûâàíèÿ
ìîíåòêè, èãðàëüíîãî êóáèêà, ðîçûãðûøà ëîòåðåè. Õîòÿ ðåçóëüòàò ôóòáîëü-
íîãî ìàò÷à òàêæå íåëüçÿ ïðåäñêàçàòü çàðàíåå, íî äëÿ êîíêðåòíûõ êîìàíä
äàííîå ñîáûòèå íèêàê íåëüçÿ ñ÷èòàòü ìàññîâûì è ïðèìåíÿòü ê íåìó âñå ïî-
ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû íåëüçÿ.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ïîíèìàíèþ òåðìèíà ñëó÷àéíîå ñî-
áûòèå. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìîæíî çàðàíåå ïåðå÷èñëèòü, îïèñàòü âñå âîçìîæ-
íûå ðåçóëüòàòû îïûòà èëè èñõîäû. ×òî èìåííî ïîäðàçóìåâàòü ïîä èñõîäîì
èç îïèñàíèÿ íàøåãî ýêñïåðèìåíòà íå ñëåäóåò è äîëæíî áûòü ñïåöèàëüíî îãî-
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âîðåíî, ÷òîáû èçáåæàòü íåäîðàçóìåíèé. Îñîáåííî íàäî ïîìíèòü îá ýòîì ïðè
ðåøåíèè çàäà÷.

Âìåñòî "èñõîä" ÷àñòî ãîâîðÿò ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå, èìåÿ â âèäó, ÷òî
áîëåå äåòàëüíàÿ ôèêñàöèÿ ðåçóëüòàòà ýêñïåðèìåíòà íå ïðîèçâîäèòñÿ. Åñòå-
ñòâåííî, ÷òî ðåàëüíî ïðîèçîéòè ìîæåò òîëüêî îäíî ñîáûòèå èç ýòîãî "ñïèñêà"
(ãîâîðÿò, ÷òî òàêèå ñîáûòèÿ íåñîâìåñòíû). Ôîðìà ìîíåòêè òàêîâà, ÷òî íà
òâåðäóþ ïîâåðõíîñòü îíà ìîæåò óïàñòü ãåðáîì, Ã, èëè öèôðîé, Ö, ââåðõ. Ýì-
ïèðè÷åñêèé ôàêò � íåâîçìîæíî ïðåäñêàçàòü êàêîé ñòîðîíîé âûïàäåò ìîíåò-
êà. Ïîä ýòèì ïîíèìàþò íåâîçìîæíîñòü êàêèì-ëèáî ñïîñîáîì óâåðåííî ïðåä-
ñêàçûâàòü ðåçóëüòàò âûáðàñûâàíèÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîâòîðÿÿ ñâîå ïðåäñêà-
çàíèå íåñêîëüêî ðàç âû áóäåòå óãàäûâàòü ïðèìåðíî ñòîëüêî-æå ðàç, ñêîëüêî
è îøèáàòüñÿ. Òî÷íî òàê æå íåâîçìîæíî óâåðåííî îïðåäåëèòü õàðàêòåðèñòèêè
èãðàëüíîé êàðòû, êîòîðàÿ âûíèìàåòñÿ èç òùàòåëüíî ïåðåòàñîâàííîé êîëîäû.
òåîðèÿ âåðîÿòíîñòè íè÷åì íå ïîìîæåò âàì â ïîäîáíûõ ñèòóàöèÿõ: íè îïðå-
äåëèòü ñòîðîíó ìîíåòêè, íè èãðàëüíóþ êàðòó. Íî çàòî ýòà òåîðèÿ ïîçâîëÿåò
ïîëó÷àòü çàêîíîìåðíîñòè ñîâåðøåííî íîâîãî òèïà.Åñëè íå èíòåðåñîâàòüñÿ
êîîðäèíàòàìè ìåñòà ïàäåíèÿ, òî ïîëó÷àåòñÿ äâà âîçìîæíûõ èñõîäà.

Åñëè ïëîòíîñòü íåáîëüøàÿ (êîñòü!), òî ýòîò êóáèê ÷ðåçâû÷àéíî âåðòêèé,
îí ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïðè ìàëåéøåì âîçäåéñòâèè. Áðîñàþùåìó íåò íèêàêîé âîç-
ìîæíîñòè äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû êóáèê óïàë îïðåäåëåííûì çàðàíåå îáðàçîì.
Èãðàëüíûé êóáèê ìîæåò âûïàñòü ëþáîé èç ñâîèõ øåñòè ãðàíåé ââåðõ, çíà-
÷èò øåñòü èñõîäîâ. Ìåñòî ïàäåíèÿ íà ñòîëå âî âíèìàíèå íå ïðèíèìàåòñÿ �
òàê óæ ïîâåëîñü, ïðàâèëà èãðû òàêèå. Èìåííî ïîýòîìó ñ÷èòàåì âîçìîæíûìè
ðîâíî øåñòü èñõîäîâ ïî ÷èñëó ãðàíåé. Â äðóãèõ ïðèìåðàõ ÷èñëî âîçìîæ-
íûõ èñõîäîâ áóäåò èíûì. Áûâàþò ýêñïåðèìåíòû, â êîòîðûõ çàòðóäíèòåëüíî
îãðàíè÷èòü êîëè÷åñòâî èñõîäîâ, è åãî óäîáíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íûì. Ñêàæåì,
ìîíåòêà âûáðàñûâàåòñÿ äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ ãåðáà.

Èòàê, íàëè÷èå áîëåå îäíîãî âîçìîæíîãî èñõîäà � âîò â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ
"ñëó÷àéíîñòü" ðåàëüíîãî ÿâëåíèÿ. Ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ èñõîäîâ ïîëíîñòüþ
ñîäåðæèò âñþ "èíäèâèäóàëüíîñòü" ñëó÷àéíîãî ÿâëåíèÿ è ìîæåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê îñíîâà äëÿ åãî èçó÷åíèÿ. Ðåçóëüòàòîì èñïûòàíèÿ áóäåò íàñòóïëå-
íèå îäíîãî è òîëüêî îäíîãî èç èñõîäîâ. Ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî íèêàêèõ
ðàçóìíûõ îãðàíè÷åíèé íà ñâîéñòâà ýòîãî ìíîæåñòâà ïðåäëîæèòü íåëüçÿ, îíî
ìîæåò áûòü ñîâåðøåííî ïðîèçâîëüíûì. Êîíêðåòíàÿ ïðèðîäà ñîñòàâëÿþùèõ
åãî ýëåìåíòîâ äëÿ ìàòåìàòèêè íåñóùåñòâåííà, îíè ïåðâè÷íû è ýëåìåíòàðíû,
ïîäîáíî òî÷êàì â ãåîìåòðèè. Ïðèâåäåì òåïåðü ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî Ω íàçîâåì ïðîñòðàíñòâîì ýëå-
ìåíòàðíûõ ñîáûòèé, (ñîêð. ÏÝÑ). Ýëåìåíòû ω ýòîãî ìíîæåñòâà áóäåì íà-
çûâàòü ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè èëè èñõîäàìè.
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Ñâîéñòâà ÏÝÑ

1. Ïîëíîòà. Â êà÷åñòâå èñõîäîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå ñóùåñòâåííûå
ðåçóëüòàòû ÝÑÈ. Ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ î÷åíü âàæíî âûäå-
ëèòü òî, ÷òî ñóùåñòâåííî äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðèðîäû èçó÷àåìîãî ÿâëåíèÿ,
è íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå íåñóùåñòâåííîå, òîëüêî çàòðóäíÿþùåå ðå-
øåíèå çàäà÷è.
2. Íåñîâìåñòíîñòü. Ôîðìóëèðîâêà òîãî, ÷òî ñ÷èòàòü èñõîäîì äàí-
íîãî ÝÑÈ, äîëæíà èñêëþ÷àòü îäíîâðåìåííîå íàñòóïëåíèå ðàçëè÷íûõ
èñõîäîâ. Ðåçóëüòàòîì ìîæåò áûòü òîëüêî îäèí èñõîä.

Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ, íàëàãàåìûå íà ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà
òàê, ÷òî èì áóäóò óäîâëåòâîðÿòü íåñêîëüêî èñõîäîâ. Ñêàæåì, â ýêñïåðèìåíòå
ñ âûáðàñûâàíèåì êóáèêà ìîæíî íàáëþäàòü ñîáûòèå "÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ
÷åòíîå". Òàêèå ñîáûòèÿ íàçûâàþò ñëîæíûìè, èëè ïðîñòî ñîáûòèÿìè, áåç
ïðèëàãàòåëüíîãî, à ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ äëÿ íèõ áóäåò ëþáîå ïîäìíî-
æåñòâî A ⊆ Ω ýëåìåíòîâ èç Ω.

Îïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíûì ñîáûòèåì íàçûâàþò ïðîèçâîëüíîå ïîäìíî-
æåñòâî ÏÝÑ Ω äàííîãî ÝÑÈ.

Ω ñîäåðæèò âñå âîçìîæíûå èñõîäû, òàêîå ñîáûòèå íàçûâàþò äîñòîâåð-
íûì ñîáûòèåì. Ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ "òåíü ìîäåëü ðåàëüíîãî ñîáûòèÿ, êîòî-
ðîå îáÿçàòåëüíî ïðîèçîéäåò â ðåçóëüòàòå äàííîãî ÝÑÈ, îáû÷íî ìû áóäåì åãî
îáîçíà÷àòü ÷åðåç U èëè Ä.

Íåâîçìîæíîå ñîáûòèå � ýòî ñîáûòèå, îáîçíà÷àåìîå V èëè Í, íå ñîäåð-
æàùåå íè îäíîãî èñõîäà.

Ýòî íàçâàíèå òàêæå äîñòàòî÷íî óäà÷íîå, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóåò ðåàëü-
íîìó ñîáûòèþ, êîòîðîå íå ìîæåò ïðîèçîéòè â óñëîâèÿõ äàííîãî ÝÑÈ.

Íåëüçÿ, îäíàêî, çàáûâàòü, ÷òî â ÒÂ ìû èìååì äåëî ñ ìîäåëüþ, à íå ðåàëü-
íûì ÿâëåíèåì. Ñîñòàâëÿÿ ÏÝÑ, ìû íå ó÷èòûâàëè íåñóùåñòâåííûå ïî íàøåìó
ìíåíèþ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà. À â ðåàëüíîñòè ìîíåòêà ìîæåò çàêàòèòüñÿ
â ùåëü, èãðàëüíûé êóáèê óïàäåò ñî ñòîëèêà...

1.3.. Íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ïîñòðîåíèÿ ÏÝÑ

Ðåøåíèå çàäà÷ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, à îíè ñîäåðæàò êàê ïðàâèëî îïèñà-
íèå íåêîòîðûõ, åñëè òàê ìîæíî âûðàçèòüñÿ, æèòåéñêèõ ñèòóàöèé, íà÷èíàåòñÿ
ñ ìîäåëèðîâàíèÿ, ôîðìàëèçàöèè ýòèõ ñèòóàöèé. Èíà÷å ãîâîðÿ, íåîáõîäèìî
âûïîëíèòü ïîñòðîåíèå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.
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Äëÿ ýòîãî, âî-ïåðâûõ, ìû óñëàâëèâàåìñÿ, ÷òî èìåííî áóäåì ñ÷èòàòü ýëå-
ìåíòàðíûì ñîáûòèåì, èñõîäîì äàííîãî îïûòà, à âî-âòîðûõ, îïèñûâàåì ìíî-
æåñòâî ýòèõ èñõîäîâ. Â ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ïðèìåðàõ ñ ìîíåòêîé è êóáèêîì
âñå î÷åâèäíî (âåðíåå ñóùåñòâóåò òðàäèöèÿ). Â äðóãèõ çàäà÷àõ ïîñòðîåíèå
ÏÝÑ ìîæåò áûòü ñäåëàíî íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè è çàñëóæèâàåò ñïåöèàëü-
íîãî îáñóæäåíèÿ.

Ðàññìîòðèì âûáðàñûâàíèå äâóõ îäèíàêîâûõ ìîíåòîê. Êàêîå âûáðàòü ìíî-
æåñòâî èñõîäîâ? Òðåõýëåìåíòíîå {ÃÃ, ÃÖ, ÖÖ} èëè ÷åòûðåõýëåìåíòíîå

{Ã1Ã2, Ã1Ö2, Ö1Ã2, Ö1Ö2}? Ñ ëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îáà âàðèàíòà âîç-
ìîæíû. Ìû æå ïðåäïî÷èòàåì âòîðîé, ïîñêîëüêó îí ëó÷øå îòðàæàåò ïðèðîäó
äàííîãî ýêñïåðèìåíòà, ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü ïî÷åìó êîìáèíàöèÿ {ÃÖ} âûïà-
äàåò ÷àùå, ÷åì {ÃÃ} èëè {ÖÖ}. Äåëî â òîì, ÷òî ìîíåòêè, ïóñòü äàæå ñîâåð-
øåííî íîâûå, òîëüêî èç ïîä ïðåññà, â ïðèíöèïå ðàçëè÷èìû. Ìîæíî ïîìåòèòü
ìîíåòêè î÷åíü ìàëåíüêîé ìåòêîé èëè ðàäèîàêòèâíûì èçîòîïîì è ýòî íèêàê
íå ïîâëèÿåò íà èõ äâèæåíèå âî âðåìÿ ïîëåòà. Äàëåå, îòìåòêó ìîæíî ïðîâå-
ðèòü, à ìîæíî è íå ïðîâåðÿòü. Ýòî òàêæå íà õàðàêòåð äâèæåíèÿ ïîâëèÿòü íå
ìîæåò. Ìîíåòêè "íå çíàþò" áóäåì ìû èõ ðàçëè÷àòü èëè íåò. Çíà÷èò óäîáíåå
è ïðè âûáîðå ìîäåëè ôèêñèðîâàòü ïîðÿäîê ñèìâîëîâ Ã è Ö, ò.å. â êà÷åñòâå
ÏÝÑ âûáðàòü {Ã1Ã2, Ã1Ö2, Ö1Ã2, Ö1Ö2}. Åñëè åùå äîáàâèòü âïîëíå åñòå-
ñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå î ðàâíîâîçìîæíîñòè èñõîäîâ, (ïîñëåäíåå îçíà÷àåò
îòñóòñòâèå ïðåäïî÷òèòåëüíîñòè îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ èç íèõ ïåðåä îñòàëü-
íûìè), òî ìû ïîëó÷àåì î÷åíü äàæå ïîäõîäÿùóþ ìîäåëü. Êîìáèíàöèÿ {ÃÖ}
ïðè áðîñàíèè áóäåò âûïàäàòü ÷àùå, ïîòîìó ÷òî ýòî ñëîæíîå ñîáûòèå, ñîñòî-
ÿùåå èç äâóõ ýëåìåíòàðíûõ � {Ã1Ö2} è {Ö1Ã2}. À âîò åñëè âìåñòî ìîíåòîê
áóäóò ýëåêòðîíû, èìåþùèå íàïðàâëåíèå ñïèíà ââåðõ èëè âíèç (àíàëîã ãåðáà
è öèôðû), òî â ñèëó òîãî, ÷òî ìèêðî÷àñòèöû â ïðèíöèïå íåðàçëè÷èìû, áîëåå
ïîäõîäÿùåé áóäåò ïåðâàÿ ìîäåëü.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè åùå äëÿ îäíîãî èçâåñòíîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà ïî âûáðàñûâàíèþ òðåõ îäèíàêîâûõ èãðàëüíûõ êîñòåé. Â ëèòåðà-
òóðå ïî ÒÂ ñ íèì ñâÿçûâàþò ñëåäóþùóþ ëåãåíäó. Íåêèé èãðîê â êîñòè îáðà-
òèëñÿ çà ðàçúÿñíåíèÿìè ê çíàìåíèòîìó Ïàñêàëþ (â äðóãèõ êíèãàõ ê Ãàëèëåþ
èëè Ãþéãåíñó � â îáùåì, ê áîëüøîìó ìàòåìàòè÷åñêîìó "àâòîðèòåòó"). Ïî
ìíåíèþ ýòîãî èãðîêà ñóììà î÷êîâ íà òðåõ êîñòÿõ äîëæíà îäèíàêîâî ÷àñòî
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 11 è 12. Âåäü êàæäîå èç ýòèõ ÷èñåë ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ñóììû òðåõ ñëàãàåìûõ øåñòüþ ñïîñîáàìè. Äåéñòâèòåëüíî,

11 = 1 + 5 + 5 = 1 + 4 + 6 = 2 + 3 + 6 = 2 + 4 + 5 = 3 + 3 + 5 = 3 + 4 + 4,

12 = 1 + 5 + 6 = 2 + 4 + 6 = 2 + 5 + 5 = 3 + 4 + 5 = 3 + 3 + 6 = 4 + 4 + 4.

Íà ïðàêòèêå æå 11 âûïàäàåò ÷àùå, ÷åì 12 . Ïàðàäîêñ ëåãêî ðàçðåøèì, åñëè
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ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ïðèíöèïèàëüíóþ ðàçëè÷èìîñòü èãðàëüíûõ êîñòåé. Âåäü
ñóòü ýòîãî ïàðàäîêñà â íåñîîòâåòñòâèè ðåçóëüòàòà, ïðåäñêàçàííîãî â ðàìêàõ
ìîäåëè, è ðåàëüíî íàáëþäàåìîãî. Èãðàëüíûå êîñòè äâèãàþòñÿ ñîãëàñíî çàêî-
íàì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè êàê ðàçëè÷èìûå ìàêðîñêîïè÷åñêèå òåëà. Ïîýòî-
ìó èñõîäîì íàäî ñ÷èòàòü óïîðÿäî÷åííûé íàáîð òðåõ ÷èñåë èç {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Òîãäà ïîäñ÷åò êîëè÷åñòâà èñõîäîâ, "áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ" ñîáûòèÿì "ñóì-
ìà 11" èëè "ñóììà 12" íàäî ïðîâîäèòü èíà÷å. Êîìáèíàöèÿ {1 + 5 + 5} � íå
ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå è ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ òðåìÿ ñïîñîáàìè:

1 + 5 + 5 = 5 + 1 + 5 = 5 + 5 + 1,

ò.ê. åäèíè÷êà ìîæåò âûïàñòü íà ëþáîé èç òðåõ êîñòåé. Êîìáèíàöèÿ {1 + 4 + 6}
ðåàëèçóåòñÿ øåñòüþ ñïîñîáàìè

1-2amx;aup;

3-4ndu;mvc;

5-6und;ubp.

è ëèøü {4 + 4 + 4} åñòü èñõîä. Ïîïðîáóéòå òåïåðü ïîäñ÷èòàòü ñàìè è Âû ïî-
ëó÷èòå äëÿ 11 î÷êîâ 27 èñõîäîâ, à äëÿ 12 î÷êîâ � 25. Ïîëíîå ÷èñëî âîçìîæíûõ
èñõîäîâ (÷èñëî ýëåìåíòîâ ÏÝÑ) áóäåò 6 · 6 · 6 = 216.

Òî÷íî òàê æå ïîñòóïàåì è ïðè ðàññìîòðåíèè ýêñïåðèìåíòà ñ âûáðàñûâà-
íèåì 2õ êóáèêîâ (ñì. ðèñ. 2). Ìîäåëü, àäåêâàòíî ó÷èòûâàþùàÿ ñâîéñòâà ðå-
àëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, ñîäåðæèò 36 èñõîäîâ. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ðàçëè÷íûì
çíà÷åíèÿì ñóììû î÷êîâ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçíîå ÷èñëî èñõîäîâ. Ìû åùå
âåðíåìñÿ ê ýòîìó ýêñïåðèìåíòó â ëåêöèè î ñëó÷àéíûõ âåëè÷èíàõ.

Çàäà÷à 1. [î âñòðå÷å äâîèõ] Äâîå óãîâîðèëèñü âñòðåòèòüñÿ íà ñëåäóþùèõ
óñëîâèÿõ. Êàæäûé ïîÿâëÿåòñÿ íà ìåñòå âñòðå÷è â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè îò, ñêàæåì, 13 äî 14 ÷àñîâ, îæèäàåò äðóãîãî íå áîëåå 10 ìèíóò, çàòåì
óõîäèò. Ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé (ÏÝÑ).

Ýòîé çàäà÷å ìîæíî ïðèäàòü íå òîëüêî äåòåêòèâíî-øïèîíñêèé îòòåíîê.
Ìîæíî ãîâîðèòü î ïðèåìíîì óñòðîéñòâå, êîòîðîå îáðàáàòûâàåò ïîëó÷åííûé
ñèãíàë â òå÷åíèè íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè. Åñëè âòîðîé ñèãíàë ïî-
ñòóïèò ïîêà óñòðîéñòâî çàíÿòî, òî îí íå áóäåò ïðèíÿò. Òàêèì óñòðîéñòâîì
ÿâëÿåòñÿ è òåëåôîííûé óçåë, è áàíêîâñêèé êîìïüþòåð, ïðèíèìàþùèé ïåðå-
âîäû, è ñ÷åò÷èê Ãåéãåðà, è ìíîãîå äðóãîå. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò â
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Ðèñ. 2. Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå ÏÝÑ äëÿ äâóõ êóáèêîâ

O t1(ìèí.)

t2(ìèí.)

10 60

10

60

Ðèñ. 3. ÏÑÝ äëÿ çàäà÷è î âñòðå÷å
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ïîðòó, åñëè ê ïðè÷àëó îäíîâðåìåííî ïðèõîäÿò äâà ïàðîõîäà. Ðàçãðóçêà ïîäî-
øåäøåãî ïåðâûì çàíèìàåò íåêîòîðîå âðåìÿ, â òå÷åíèè êîòîðîãî âòîðîé áóäåò
æäàòü.
Ðåøåíèå. Â êà÷åñòâå èñõîäà áóäåì ôèêñèðîâàòü ìîìåíòû ïðèõîäà ó÷àñò-

íèêîâ íà ìåñòî âñòðå÷è (ñ áåñêîíå÷íîé òî÷íîñòüþ � ýòî óæå ÷àñòü íàøåé
èäåàëèçàöèè ðåàëüíîé çàäà÷è). Ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ÷è-
ñåë {t1, t2}, êàæäîå èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò ëþáîå çíà÷åíèå èç [13; 14]. Äëÿ
ïðîñòîòû ìîæíî îòñ÷èòûâàòü âðåìÿ â ìèíóòàõ îò 13 ÷àñîâ. Ãåîìåòðè÷åñêèì
îáðàçîì ÏÝÑ áóäåò êâàäðàò.

Òåïåðü ïîñòðîèì ñîáûòèå À={äâîå âñòðåòèëèñü}. Óñëîâèå âñòðå÷è |t1 − t2| ≤
10. Íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÷òî ýòî áóäåò ñâîåîáðàçíàÿ øåñòèóãîëüíàÿ "ïîëîñ-
êà" âäîëü äèàãîíàëè êâàäðàòà.

1.4.. Îïåðàöèè íàä ñîáûòèÿìè. Àëãåáðà ñîáûòèé

Íà ìíîæåñòâå ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, ñâÿçàííûõ ñ äàííûì ÝÑÈ ìîæíî îïðå-
äåëèòü ôîðìàëüíûå îïåðàöèè.

Ñîáûòèÿ A1 è A2 íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ è òåõ æå èñõî-
äîâ, òî åñòü ïðè òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè ðàâåíñòâî ñîáûòèé
� ýòî ðàâåíñòâî ìíîæåñòâ.

A = B ⇔ (ω ∈ A⇔ ω ∈ B) .

Óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî çíà÷èò óáåäèòüñÿ, ÷òî âñå èñõîäû ñîáûòèÿ A1 âõîäÿò
â A2, à èñõîäû A2 � â A1. Çàìåòèì, ÷òî â ðåàëüíîé æèçíè óñòàíîâèòü, ÷òî
ñîáûòèå, ÿâëÿþùååñÿ ñòðàõîâûì ñëó÷àåì ïî äîãîâîðó ñòðàõîâàíèÿ, è ñëó-
÷èâøàÿñÿ ñ âàìè íåïðèÿòíîñòü ñîâïàäàþò (ðàâíû) ìîæåò ïîòðåáîâàòü çíà-
÷èòåëüíûõ óñèëèé.

Îïðåäåëåíèå. Ñóììîé ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå , ñîñòîÿùåå
èç èñõîäîâ, ïðèíàäëåæàùèõ õîòÿ áû îäíîìó èç ñóììèðóåìûõ ñîáûòèé.

Îáîçíà÷åíèå A + B = C. Ñóììà ñîáûòèé ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà
êàê ðåàëüíîå ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â íàñòóïëåíèè õîòÿ áû îäíîãî èç ñóììè-
ðóåìûõ ñîáûòèé.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîèçâåäåíèåì ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå C,
ñîñòîÿùåå èç èñõîäîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îáîèì ïåðåìíîæàåìûì ñîáûòèÿì. Â
ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ òåîðèè ìíîæåñòâ èìååì AB = A ∩B.

Îáîçíà÷åíèå A·B = C. Ïðîèçâåäåíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðåàëü-
íîå ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â îäíîâðåìåííîì íàñòóïëåíèè îáîèõ ïåðåìíîæàåìûõ

� ÒÂ,ÌÑ è ÑÏ � �Ëåêöèÿ �1 �



Ëåêöèè ÒÂ, ÌÑ è ÑÏ ëåêòîð À.Ë.Êðîõèí 2012 ã.

Ðèñ. 4. Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîáûòèé

ñîáûòèé. Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è ïðîãðàììèðîâàíèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ, ïðè
ñîñòàâëåíèè ôèíàíñîâûõ äîãîâîðîâ è êîíòðàêòîâ, çàêëþ÷åíèè ñîãëàøåíèé
î÷åíü âàæíî ïðàâèëüíî ñîïîñòàâëÿòü ðåàëüíûå ñîáûòèÿ è èõ ìàòåìàòè÷å-
ñêèå ìîäåëè.

Îïðåäåëåíèå. Ñîáûòèåì, ïðîòèâîïîëîæíûì ê ñîáûòèþ A íàçûâàåò-
ñÿ ñîáûòèå A, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òàêèõ èñõîäîâ ω ∈ Ω, êîòîðûå íå âõîäÿò
â äàííîå ñîáûòèå. ω ∈ Ω \ A (òàê íàçûâàåìîå äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà A äî
ìíîæåñòâà Ω âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ).

Îïåðàöèè ìîæíî âûïîëíÿòü ìíîãîêðàòíî, ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî ñëåäóþ-
ùèå ñâîéñòâà.

Ñâîéñòâà îïåðàöèé

1. (A+B) + C = A+ (B + C);

2. (A ·B) · C = A · (B · C);

3. (A+B) · C = A · C +B · C;
4. A+B = A ·B;
5. A ·B = A+B.

Îïðåäåëåíèå. ÑîáûòèÿA èB íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè, åñëèAB = V,
òî åñòü ïðîèçâåäåíèå ñîáûòèé A è B åñòü íåâîçìîæíîå ñîáûòèå. Ñîáûòèÿ
A,B, . . . (ñïèñîê ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íûì) íàçûâàþòñÿ ïîïàðíî íåñîâ-
ìåñòíûìè, åñëè ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ ñîáûòèÿ èç ýòîãî ñïèñêà íåñîâìåñòíû.
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Ìíîæåñòâî ñîáûòèé A íàçûâàþò àëãåáðîé ñîáûòèé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ
òðè óñëîâèÿ: à) Ω ⊂ A; á) åñëè A ∈ A , òî A ∈ A; â) åñëè A,B ∈ A,
òî è A + B ∈ A. Ýòà áîëåå ñëîæíàÿ êîíñòðóêöèÿ, ÷åì ÏÝÑ ïîíàäîáèòñÿ â
äàëüíåéøåì äëÿ ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè.

Íàãëÿäíîå èçîáðàæåíèå îïåðàöèé íàä ñîáûòèÿìè.

Ñëîâåñíîå îïèñàíèå Ñèìâîëè÷åñêàÿ çàïèñü
Äèàãðàììà
Âåííà

A è B âìåñòå A ·B A B

A ∩B èëè A ·B

A èëè B, íî íå âìåñòå A ·B + A ·B A B

A ∩B ∪A ∩B èëè A ·B +A ·B

Õîòÿ áû îäíî èç äâóõ A+B A B

A ∪B èëè A+B

A, íî íå B A \B A B

A−B èëè A \B

B, íî íå A B − A = B \ A BA

B −A èëè B \A
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